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约 束 最 优 化 程 序 设 计
‘

计算机应用室 吴继庚

摘 要

本文介绍了约束最优化问题求解的惩罚 函数法 �����调用�� � ���法�
，

附有程序框 图及用� ����语言编制的过程
。
文中简要介绍了该方法的塞本思想

，

对
“ 惩罚” 的实质和近似求解进行了分析

，
提出了�� � ���法的两个加速收敛的条

件以及每一计算步骤的终止准则
。

文中还附有使用本过程的简要说明与计算实例
。

最优化方法近年得到了迅速的发展
，
它研究从尽可能多的可行设计方案中

，
寻求最佳设

计方案的方法
。

在现代控制理论
、

系统工程和计算机辅助设计等方面已经成为不可缺少的组

成部分
。

这门学科是在实物模型
、

数学规划论和电算技术等理论基础
�

�
，
进行综合分析的计

算系统
。

目前
，
在国内外许多技术领域得到了广泛的应用

，
并取得了显著的效果

。

最优设计

方法
，
首先将所研究的实物模型转 换为一定格式的数学模型

，
再送入最优化方 法的电算程

序
，
在 电子计算机上计算求解

，
得出最佳设计方案

。

本文用 �����语言编制的惩罚函数法求解约束最优化问题的过程
，
在一九七九年八月

试算通过后
，
已陆续在冶金机械

、

矿山机械
、

机械设计与机械制造等方面计算出了正确的结

果
，
并写出了专题报告

。

经过二年来的上机计算实践证明
�
程序简单

、

易于掌握
、

运算迅

速
、
结果正确

，
适用于中小题 目的计算和求解非线性方程组的问题

。

一
、

基本思想

�
�

惩罚函数法 �����调用 �� � ��� 法�就是将约束最优化问题转化为一系列无约

束最优化�’���题来求解
，

即序列无约束极小化方法一������
��� � � ���� � � 。 。 � ������ ��

� �� �� ������ � ����� ��� ��法
。

这个方法的实质是将约束条件
，
即对等约束函数�

，
�了�

和不等约束函数 �� �了�乘一个或几个可变化的数列—加权参数 ��惩罚因子�
，
再与原 目

标函数��室�按照某种假设条件
，
构造成一系列新的无约束目标函数 巾 《了

， ��
，
称它为惩

罚函数 ��� ��� �� �� � ����
� �

。

用比较成熟的无约束最优化求 解的方法求得惩罚函数

巾�了
，
�� 的最优化解

，
以此作为原 目标函数 ��了�的约束近似解

。

构造惩罚函数 中 �又
， �� 的形式分为内点法

、

外点法和混合点法
。

内点法是将惩罚函数
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定义在可行区内
，
从一个初始可行点逐步遇近最优点

。

它的形式为
�

中 �了
， ��� ��了�� � 乙

� 二 �

巾 �又
， ��� ��又��

� 乙
� 二 土

���
� �了�

�� �� � �叉�

其中
� �� �了�� � �� 二 �

，
�

， ��
·

… ，��

式中可变化的惩罚因子
�
是一个递减数列

� � �。 ��
� �‘ ��

� �“ �� … …� � ���
。

每确定一

个
�值就有一个中 �了

， ��无约束函数求解的过程
。

由于
�是一组变化的数列

，
因此就有一系

列的无约束函数 中 �了
， ��的求解过程

。

所以惩罚函数法就是将约束最优化问题转化为一系

列的无约束最优化问题求解的方法
。

由内点法的定义可以看出
，
初始点 了 �“ �、

迭代过程中

的各点 叉 川 以及最终优化点 了 阁 等都在可行区内
，
因此

，
它的解是安全

、
保守

、

可靠的
。

但对于设计变量较多
，
约束条件又复杂的题 目

，
人为寻求一个可行的初始点 了 �。 �是较困难

的
。

相反
，
外点法是将惩罚函数定义在非可行区

，
即从一个非可行的初始点 了 �“�， 逐步迭

代逼近最优点
，
而最优点 了侧 并非在可行区内

，
因此它的解是非可靠的

、

不安全的
。

但它

对初始点了 《“ 》要求不严格
，
而且还能处理等约束问题

。

它的表达形式是
�

中 �了
， ��二 ��又�� � � ��� �又��

“

� 丁 �

其中
� � � �了�全 。 �� � �

，
�

，… … ，
��

式中惩罚因子
�是一个递增数列

� 《 “ 》�
� �‘ �� � 《空》�… …� �

���
。

对于上述内点法与外点法所存在的问题
，
目前在实际应用中都巳得到解决

。

如在内点法

中加入随机选择初始可行点的功能
，
在外点法中将可行区的范围缩小等措施

，
都是行之有效

的方法
。

’

混合点法即是将外点法能处理等约束条件的特点
，
加到安全可靠的内点法中来

，
形成了

现在常用的罚函数法
。

巳知设计变量了 二 〔� ，， � � ， … … ， � · 〕丁

求解目标函数��了�

满足不等约束函数�
� �了�之 。 �� 三�，

�
，… … ，

� �

… … ，�� ���
�� 的约束条件下极小值的问题

。

和等约束函数�
，
�了�� ��� 二 �

，
��

按照某些假设条件
，
混合点法罚函数的构造形式是

�

�
�

�
、

。 �
、

皿 �
�

�
中 ��

， ��一 以人 �十 � 。

分
�

�

�石�又下
一

十沙

�

� 〔� ，
�了�〕

由上式可知惩罚函数 中 �了
， ��具有如下四条极限性质

�

��� � ��� � �

卜

��� � ���

茱， 。

里 �
��

份
，
� � �又� � � 戈“ � 上，艺， ” ” “ ’

� 夕

���万
� 申 目 �

� 上
， ， 二

一
、 、 �

�

蔺六
，��

·
�人 ” 一 二 。 ‘ � 二 ‘ ， “ ， ” ‘ ” ” ” ，

���中 �了
， � ����� ��又�

����

上述性质揭示了罚 函数的实质
，
即当惩罚因子

� ���由一个初值逐渐递减 变化趋近于零



时
，
惩罚项

� ��� 乙 ���� �了�和 ���侧
� �“ ��

�� � 丫

中 �又
， � ��’ � 的值趋近于原 目标函数 ��了�

函数��又� 的约束近似解
。

〔� ，
�又

的约束解
。

〕 “
也趋近于零

，
最后使新 目标函数

因此
，
罚函数的解 了�剐 就是原目标

�名二

对于罚函数 中 �了
， � ���� 在无约束最优化求解过程中

，
约束条件是如何起到限制设计

变量不会超界呢� 试看
，
约束函数 ���了�七 。 和 �

，
�又 �二 。 经过数学变换

，

尔�又
， � ‘�，� 中构成了两个惩罚项

� ‘�，
会���

。 �了�与 ���训
� ‘�，�亡〔� �

�了�〕 ， ，

�� � ��� 盆

在罚函数

当����为

某一个定值时
，
如果某个设计变量又�‘ �在变化过程中趋近于边界约束条件或性能约束条件

，

即将要破坏某些不等约束条件时
，
使得�

��叉�“ �，

项变得很大
，
促使函数中 �了

， � 《��� 值猛然增加
，

就越大
。

这个变化相当于在约束边界上筑起了一道

则一��
，�了�， 二 ，

相应
� ��� � ���

。
�又�

�� �

而且� ，�了� 值越小
，
则中 �又

， � ���� 值

“
高墙 ” ，

而且这道
“

高
。

因此
，
迫使设计变量在一维搜索变化时

，
不会再沿着使罚函数 中 �又

，

方向发展
，
也就不会使设计变量再超越约束条件的限制

。

至此
，
惩罚项

� 《 “ 》

高墙 ” 是越来越
� �‘ ��值增加的

兄 ���
。
�又�将

起到了不等约束的作用
。

同理
，
另一惩罚项 ���、

二
，亡〔� ��了�〕 � 的函

骊植
，
是随着设

计变量 了�‘ 》越远离最优化点时而增大
，
而且距离越远此项值越大

，
也会促使罚函数 中 �又

，

� �“ �� 值猛然增加
，
同样 也筑起了一道

“
高墙

” ，
必然使设计变量了�‘ �在一维搜索变化时

，

向着使罚函数中 �了
， � ���� 值减小的方向变化

，
至此

，
也起到了等约束的作用

。

从而可 以看

到罚函数法近似求解的过程以及约束条件是如何起作用的
。

这两个特点就是罚函数法的
“
惩

罚实质 ” 。

目前
，
将约束最优化问题转化为一系列的无约束最优化问题求解的方法很多

，
惩罚函数

中 �又
， � � 的构型方案也很多

。

这里采用的公式是
�

中 �又
，
�� � ��叉�� � 乙

�

面郊
�

� 上
， ， ，

一
、

一万一
二

乙 �� � 吸入 �
、 � � ， · �

此公式简单
、

易懂
，
在实际应用中是成功的

。

、

关于和何选取惩罚因子
�
的初始值 � ‘ 。 �，

有关资料介绍的理论和公式是较多的
。

但这里

人为的给定一个初始值
� �。 �全 �的数

，
在实际应用中再进行调整变化

。

经验证明
� � �“ �取小

值时
，
使得罚函数构型次数减少

，
节省计算时间

，
但容易使其计算结果精度偏低或造成计算

失败
。

相反
， ��。 �取值过大

，
虽然罚函数构型次数增加

，
多耗机时

，
但它对罚函数的每次构

型是有利的
。

对于惩罚因子
� ���值数列递减变化的规律

，
可用一个固定的小于 �的系数�逐

次去乘
� �“ �，

即得到迭代公式
� ��� ’ �� � �����

。

经验证明
� � 的取值范围可在 �

�

���
�

�之

间
，
或者取值更小� � �

�

����
�

�
。

�
�

在无约束最优化方法中
，
虽然种类繁多

，
但实质上多数是利用一维搜索 �将多元函

数看作是一元函数
，
求解最佳值�迭代求解的方法

，
其迭代公式是

�

叉 �� 千 ’ �� 又 ���� � ���习���

其中
�
了 《盆� ’ �—迭代后所求新点

了�“ �—迭代前原始初点

砂幻—迭代中优化步长

百旧—迭代中优化方向



、 �

布每一次迭代过程中
，
都是以原始初点了 ‘�’出发

，
沿着本次迭代优化方向和优化步长

，

得到‘ 个新点了 ‘ “ � ，，‘ 这样反复迭代求新点 ，
最后即可得到满足一定精度 要求的无约束最

优化解
。
上述迭代过程的关键是

�
每迭代一次都要寻求本次迭代过程中的最优化方向习《 “ 》和

最优化步长 � ���
。

关于求解 习 《 “ �与 � 《��的方法很多
，
各有其特点

。

本文选择最优化方向的

方法是改进的共垅方向法—�� ����法
，
选择最优化步长的方法是二次插值法

。

�。 ， ���法是在共婉方向法的基础上
，
为了加快迭代收敛速度

，
提出了如下的分析

�

���经过一轮尸维搜索迭代求解后
，
所求新的方向 百�

“ 十 ’ �在共辘方向法中就直接选用
�

了
，

翁户。 场
���法要经过分析判断

，
然后再决定是否取舍方向习‘， � ，，，

其判断条件是
�

�。 � �
�

与

��
�

「

一 ��� � �����
�一 �� 一 △二

���
�

�八二���一 �
�
�

，
’ ‘

式中
� ��

，
��

’

，
王
�

分别为一轮搜家过程中初始点的函数值
，
终止点的函数值和反射点的函数

澎 △�
为相邻两维函数值之差的最大值

。 ‘

上述两式同时成立时
，
则选取方向 厚�

“ � ‘ 》为共辘方向
，
否则仍用原来的方向矩阵进行

下一轮的一维搜声
。

���在选用共辘方向 刘
” “ �后

，
共扼方向法则用 习�

” “ �取代最前 面的方向 习《 ‘ �。

而

�。 中�“ 法则采用淘汰相邻两维函数值之差最大值△二

所对应的那个方向到
，�，

即是用习《卜 ‘�

排列在原方向矩阵的最后一列
，
再删掉原方向矩阵中否��� 列向量

，
形成新的方向矩阵

�
·

习川
，
习�艺�

， · ‘ ·

… ，
习��一 ’ �，

习�山
� ‘ 》 ，… … ，

习�
” �，

习�
“ “ �

其中
� △二 二

��
� ��

‘一 �一 称� �� �
，
�

，…… ， “

由此可见
，
�。 � ��� 法中采用上述两个分析后

，
即可比共扼方向法 具有更快的收敛速

度
。

� ’

土次插值方法是求解最优化步长的常用方法
，
其所用的公式为

名
� �

� � 二 �
�

���
� � � 。 一 � �

��
�
�

� � � ��
， 一 ������

�
一 � 通

� 一

� � � ���
� 一 �

�
����

� 一 � ��一 ������
�� � ��

式中
� � �， 。 � ， 。 �

为一维搜索中二次插值各点值
，
��

，
�� ��为各插值点所对应的插值函

数值
， � �

为二次指值的极值点
，
即为所求的最优化步长

。 �

’

�
�

求解终止准则
�

‘

关于二次插值求解最优化步长
� �时的终止准则是

�

�
， 一 �

‘
�

�
� ， ，

一了一二 �戈� � ���一 �一 �吸� �

� � �

��
�一 � ‘ 】�已 �

其中任意一个条件成立时
，

即可终止求解
。

��
� 一 � �

�� 。 �

关于 �� � ��� 法求解惩罚函数 巾 �了
， � 《 ��� 的无约束最优化问题极小化解的终止准则

是
�

艺 �� �
。 ’ 一 � �

“ ’�
�

� 。 �

关于惩罚函数 巾�又
， � 《 ‘ �� 的求解逐步趋近于原 目标函数 ��叉� 的解

， 一

是随着惩罚因

子
� 《 “ �值数列的递减变化而不断逼近

。
其求解终止准则是

�



中 �了 ‘�‘ ， � ‘ �，�一 中区 �竺生竺二业
�—一几琢丈�一

，， �

上述各式中的
。 �

与 。 �

皆为给定精度值
，

��� 人��
���

本文取值为
� 。 ， � ��一 �� 。 � � ��一 �

程序设计

程序棍图
�

送原始数拟 结束 输出最终结果

二矛「一‘

一

﹃编

送初 始依�
�“ �又《 。 �

�丈乍�
� �

「�� 一��

�
’

��
���

�
�

随机选点了

�乏

����� 二 �

、 ，

丫弓
是

犷�李��令巾�又
�

�� 又点下，丁行�，‘玉

����佘
�。 ��

是

������
，�� ���

是

�字��

二次插谊求
‘

�
’
�

�
�

巾�了
。 一 了

。

凡
“ ‘ ’
令了

� 一 又
。

�‘ “ · ‘ 、 、 又 ‘ “ ’ �
‘

�
’

云
� ‘
士
’ ���之�宇���犷

���乍 �

��尔巾�文
� ��

��守中�了
�

��
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�� 、 ” 、一 ��‘ 。 、 ��

��犷二 �
￡�一 �了� �����卜�

是否选取共辘方向

否
，�� ，中 尺

� ‘ � ���� � �

否
��“ 、

华凡�里���苏
�，��

是

一

二次播仇求�
�，

�� �讼

否
是

“ ，� �� ‘ � ， �
’

�
’ � �习

。 ， 、 叹瓦 、

�〔�。 �了� ��二 ���

犷��字
‘工��又

� � 又
�牛 入 万

，
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�� �
’

�一 一�
， 。 �

、 扒 仃 �
�
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� � 等约束函数个数
‘

���� 二次插值法的收敛精度值

���� 求解罚函数的精度值

� 罚因子值
，
初值宜用控制变量给出

���
��〕 设计变量的向量数组

����
��〕 设计变量的下界数组

�� 〔���〕 设计变量的上界数组

��〔���� 〕 目标函数数组

����
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过程使用说明
�

�…
“ ’ 过程 ‘

使用本过程计算实际问题时
，
只需将待算问题的数学模型分别以目标函数数组

、

不等约

余函数数组和等约束函数数组的形式写在数学模型过程 ��� ���过程中
，
再给出与本过程

形参所对应的实在参数 �初始数据�
，
即可调用本过程求得最优化解

。

初始数据的输入均可采用数据纸带输入方式或赋值语句给出的方式
。

初始罚因子�值对

计算成败和精度是有影响的
，
因此

，
宜用控制台变量给出

，
以便临机时容易修改

。

使用本过程时
，
力求将数学模型编制无误

，
即 目标函数要准确

，
边界约束条件要实际

，

性能约束条件要全面
，
就能得到比较理想的最优设计方案

。

关于本过程中标识符的意义及使用中的其它问题
，
请参考专题报告

。

场
�

计算实例
�

本程序中采用的数学模型是
�
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的最优化解 了�川 和最优化函数值��了 《们 �

计算方案
�
分别以靠近最优点

、

远离最优点
、

非可行区点为不同的初始点 了 《 “ 》 ，
进行

三次计算
，
其计算结果基本相同

。

现将三次计算结果列表如下
�

项 目 � 标 识 符
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