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轧制过程宽展问题的有限

单元法分析

力学教研室 乔 端 林 相

摘 要
‘

本文根据刚塑性有限单元法
，
采用��节点曲六面体等参单元对平辊轧制过程

进行了分析
。

求得金属三维流动的速度场
，
以及在稳态轧制时轧件的外轮廓形状

等
，
并与实验结果进行了比较

。

一
、

前 言

轧制是一种重要的金属加工成形过程
。

平辊轧制过程宽展的预测对于厚板
、

方钢的轧

制是十分重要的
。 �

在板带轧制过程中
，
如果宽高比大于��时

，
通常忽略轧件在宽度方向的宽展

。

这样的轧

制过程可以认为是平面应变问题
。

现有的多数轧制理论主要是关于平面应变条件下轧制压

力
，
轧制力矩等的计算

。

至于轧制过程的三维变形问题
，
由于其边界条件和变 形 的 复 杂

性
，
长期来未能在理论上得到很好的解决

。

主要是停留在实验方面的观察
。

曾提出了一些

轧制过程关于宽展计算的经验公式 〔 ’ 一�〕 。
��������等 〔 们进行了铅条的轧制实验

，
并将其

实验结果与经验公式进行了比较
。

五弓〔 幻在假设作用于轧制辊缝中切片单元上的应力均匀分布和轧件宽展形状为 抛物

线的条件下
，
给出了宽展的表达式

。
����

�����等 〔 ” 也给出了宽展轮廓的数学表达 式
。

���� 〔 �〕导出了分析金属加工过程的一般近似方法
，
并应用其预测轧制过程的宽展

。
������

等〔 的在忽略轧辊与轧件间摩擦的条件下
，
完成了宽展的计算

。

����年��等 〔 ” 根据刚塑性体的极值原理 �上界法�分析了轧制过程的三维变形
。
根

据同样的原理
，
加藤等 〔�� 〕进一步考虑了轧件侧面的鼓形和横断面的翘曲

，
改进了��等的

结果
。

本文根据刚塑性有限单元法
，
采用��节点曲六面体等参单元对平辊轧制过程进行分析

求得金属三维流动的速度场
，
以及稳态轧制时轧件的外轮廓形状等

。

并与实验结果进行比

较
。

本文还讨论了用刚塑性有限单元法处理这类稳态流动问题的方法
。

�
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兰
、

基本原理和计算方法

关于刚塑性有限单元法的基本原理以及��节点曲六面体等参单元灼详细说明可参阅文

献〔��一��〕 。

现简要叙述如下
�

根据刚塑性体的广义变分原理
，
速度场的正确解使得泛函

， 一

�
、 �万

。 � 一
�
���’�‘ ��

�
， “ ·�‘ ·

���

取得驻值
。

式中� 和 ‘ 分别为等效应力和等效应变速率 ，�为物体表面�
，
上给定的外力 列

阵， 云和�分别为应变速率列阵和速度列阵， �为矩阵
。

体积不可压缩条件为云
，� 二 。 。

对 于

空间问题� � ��������
� 。

入为�
�������乘子

。

将连续体离散化成具有�个自由度的�个单元
。

则第�个单元的泛函为

甲 《 二 ， �

� 百�粤
� ·
��、奋�� � 入�·

�一 ���

��
‘ ” � 。

���

式中
，
� � �·�� ��

�
� �

�

。 ·
���，

��
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� �

�
� �

， ����

��
� ，� ，

�和�分别为单元的应变矩阵和形状函数
。

可由泛函的极值条件得到关于�和入的非线性方程组
。

用摄动法求解
。 �

设第
�
次计算的

速度场�
。

是由第
� 一 �次计算的速度场�一

�
与微小增量△�

�

之和

�
。 � �

。 一 � � △�
二

则得到矩阵方程为
��

。 一 �
�角
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勺
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飞 厂�几
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一

入《 � ， 少 址 �
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� � 仁� 夕

���
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佑

其中各单元的�
。 一 �，

一 �
由下式计算

� �〔 � �’� � 二 � ， 。 �

�一
‘ �
了�

� 砚。 》

不
…一不万一一

‘一 …二
￡ 。 一 � 匕 ���

� �

�广
“ 一 ‘ 二了、

� �

��
《 一 ，

一

子一�一
���

�一
�

�一 � 二 ��
。

一

�为单向拉伸时的屈服应力
。

对于硬化材料它是
。
的函数

。

给定运动许可速度场的初值� 。

利用 ���式重复迭代计算
，
直至收效

。

这时的速度场

即认为是正确解
。

��节点曲六面体等参单元有��个自由度
。

在局部坐标�乙
， 刀，

劲下
，
中心在 原 点

，
边

长为 �的立方体单元
，
取其顶点及��条棱边中点为节点�图 ��

。

���



记节点的函数值为成
，
则插值函数

�，

相应的形状函数�
�，
单元的应变速率 云

，

以及计算每一单元的�
，
�

，�，
�的十四点

求积公式可参阅文献〔��〕中的 ��一��一��
�

���式
。

当轧制处于稳态过程
，
位于辊缝附近

的部分材料处于塑性变形区
。

而刚塑性体

变分原理适用于全域均发生塑性变形的情

况
。
因此对于轧制过程应首先估计一个包

括辊缝在内的比较大的变形区
。

然后应用

刚塑性有限单元法计算这个域内各点的等

效塑性应变增量�。
护，
对于�

。 ’
小于某一定

对对专专
⑦⑦� ， �月

一一，，

沪一一

少少少
�����

图 � �。节点曲六面体单元

值的部分即认为是不变形的刚性区
。

这样通过计算近似确定塑性变形区的范围
，
然后再在

这个塑性变形区内应用刚塑性有限单元法进行计算
。

当运动许可速度场不随时间改变时
，
称为稳态的运动许可速度场

。

如果变形区内材料

的流动速度矢蚤为�
，
物体自由边界表面外法线方向为�

，
则材料在稳态流动时必须 满 足

下列两个条件
�

����� ·
� 二 �，

在变形区自由边界上 ���

������� � �，
在整个变形区内 ���

第一个条件表示在自由边界上
，
流动速度的方向应与边界表面相切

，
否则即改变了自

由边界表面的形状
。

为了形象地说明这一条件的几何意义
，
在图 �中给出当材料在��平面内流动 时 的 部

分自由边界
。

图�
一 ���

，
���分别表示稳态与非稳态时的自由边界 �图中

“ 。 ”
表示单元节点�

。

这时
，
边界上一点的坐标为� ， �，

于是有

速度与表面相切

���

图 � 材料在��平面流动时的 自由边界

� �
�

卫里
�

��
���

� �
‘

����� 止』二 ���
�， �

其中
， 。 为速度矢量与

�
轴间的夹角， � ， 、

和 。 二 �

分别表示速度矢量在
� ， �轴上的投影

。
���

���式表示速度矢量的方向与边界相切
。

���



第二个条件 ����式�表示体积不可压缩条件
。

对于变形区内任一封闭曲面
，
单位时间

内流人这个域中的材料与流出的材料相等
。

对于轧制过程的宽展问题
，
由于事先并不知道整个变形区的外轮廓

，
需要通过计算才

能求得
。

现采用将轧件逐步送人辊缝的办法进行计算
。

现考虑矩形断面轧件在轧制过程的

宽展问题
。

由于断面上下
，
左右对称

，
今取轧件的���进行计算 �如图�所示

。

图中
“ � ”
为单

元节点�
。

轧件的宽度��方向�在刚性区为一常量
。

当轧件产生塑性变形的部分
，
通过计算

求出边界上各点的速度
，
然后由此速度求得△�时刻后自由边界的形状

。

图 � 计算的���部分轧件 以及单元的划分 图 �
�

改变 自由边界形状其体作法的图示

图 �为当材料在平面内流动时
，
改变自由边界形状具体作法的图示

。

首先求出各节点

的速度
，
然后求出通过这些节点的边界外法线方向

。

将速度矢量投影到外法线方向上
，
作

为这些节点的位移值
。

依此
，
直到满足 ���

，‘

���式为止
，
便认为达到稳态的流动过程

，

这时通过各节点的边界便是稳态轧制时轧件的外轮廓形状
。

对于三维流动过程
，
为了求得边界上各节点的位移值

，
可以通过下列步骤进行计算

。

�
�

求边界面上的法线
、

设自由流动的边界面在局部坐标系中
，
其方程为叠� �

。

因而在整体坐标系 中
，
其 参

数方程为 � 二 � ��
， ” ，
妇

� 二 � ��
， ” ，
乙�

� � � �一
，” ，
乙�

它在任一点处的切平面是由两个切矢量

���

、��
争�

…尹

了理�
� 口刀 胜、

口刀 �

���

、���，�����尸��一。打一
。

� ‘ �了
一

旦兰
、 口乙

日刀

�� 卫多
� 、

口乙 �

即�所组成
。
空间曲面上一点的切平面由矢量积所确定

，

三区止丝
一

刁冲 �刀

刁� ��

����

口雪 刁二 日雪

�一刀�一
‘‘

�

�口一口口一口

�， � �� �

其中苗
，

�
，
�分别表示沿� ，

��
， � � ‘

�， �轴方向的单位矢量
。

于是有
� 〔�斋贵

一

斋斋�
’

·

�斋噜普
一

贵斋�
“

�

�斋
一

器
一

贵
一

瓢
〕

一

卜

���



� 亿豆乙二了�

这里简记

� � �
�

些竺、
� 口刀 �

�

�斋�
’ �

�爵�
� �

口� 日� 口� 乡� �
十 �不�万

十 一

而
�
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��一此

刀
�

�
﹃�口

� � 了卫兰、
� 口乙�

�

� 口� �
十 吸 一万

一

犷
叫

刀
、 口与 �

， 口�

� �
一

不三一

、 口�

刀工�
丹��

则边界表面外法线方向为
、�

�
‘�

��冲�一甘
���︸�刁一」

�

丝 �
口叮 尸

�一
‘﹄�一户﹄�一
‘﹄口一口�一��一口

一一
��一此��一此办�乡区

助业�����
� �

一
�

一�
‘�’ ‘ �“ 一 斌�� 一 �’

�
� 口叮 口心

��求速度矢��在边界表面外法线上的投影

边界表面外法线与速度矢量间夹角的余弦为

��� ��
， �� 二

�
�
�

回
�

��

于是可以求得�在�
�

�的投影

�
� 二������ ��

， ��
·
� �� ��

·
��

·
�

咬���

����

����

����

三
、

计算实例以及与实验结果的比较

本文计算了在辊径为飞��
�

���轧机 上 轧 制 断面为�
�

��� � �
�

�����
，
饥条的 情 况

。

轧后铅条厚度为�
�

�����
，
压下率为��

�

��
。

这样的轧制过程可以模拟热轧方钢的情 况
。

假设轧辊与轧件间为粘着摩擦 ， 轧件为理想刚塑性材料
。

根据对称条件
，
取轧件的���进

行计算
。

其边界条件为 �见图 �� 。

�甘��一一一一��
矛
�

�
�� � �

�

面上
， 。 � � �

面上
， �， � �

和�面上
， �， �常数

，

�方向的合力艺�
， � 。

与轧辊接触面上
， � � � �， ��

��
， � ��。 ，

即轧件速度与轧辊表面相切
，

且有亿
� ， “ � � �， 二 � �

��
，
为轧辊表面速度�

其他为自由表面

����

�
�

�
�
�

�
、

必须指出的是
，
在� � �和�面上

，
应认为两侧的刚性区对变形区有约束作 用

，
所 以

，，
必须为一定值

，
但在无前后张力轧制时

，
应使轧制方向的合力��� � �

。

在计 算时可

先给定在这两个界面上的
” �值的初始设定速度场

。

计算出收欺的速度场后
，
再求 界 面 上

飞冬�
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的艺��
。

如果艺��今 。 ，
则改变界面上的

。 ，
值

，
直至 名�� � 。 。

计算时
，
为了节省计算时间

，
先沿轧制方向分成四个单元

。

按以上所说的步骤计算其

宽度
，
直到外形的变化接近稳定时

，
将计算所得到的轧件变形后的节点坐标及速度场按线

性插值划成��个单元 �图 ��进行计算
。

这样做容易得到收敛的初速度场
，
可以减少计算

时间
。

对于��个单元的计算相当于从一个有初始宽度的外形开始
，
于是可以减少为达到稳

定的外形所需要的
“
送入

”
次数

。

整个计算过程收掀性极佳
。

计算出收敛的初速度场后每

次
“
加载

”
迭代 �次即可收敛

。

计算结果如图 �所示
。

其中�
。 �为轧制 中心线上断面尺寸

。
��� 为轧件在 �� �截面

上的宽展图
。
���为轧制中心线纵断面上的速度分布图

。
���为各个横断面的形 状

。
��� 为

中心 线上轧制方向速度变化的情况
。

由���可以看出
，
由于粘着摩擦条件

，
与轧辊接触 的

轧件表面与轧辊的圆周线速度相等
。

在轧件中部轧制方向的速度
� ，
与轧件表面不同

。

在靠

近人 口侧
，
轧件中部的

�，
低于表面处的 �后滑区� ， 而在出口侧

，
轧件中部的

�，
高于 表

面处的 �前滑区�
。

在前滑区与后滑区之间存在一个面
，
其上轧制方向的速度

�，
与 轧 件 表

面处的相同 �中性面�
。

由 ���可以看出
，
轧件的宽展主要发生于后滑区

。

计算 还 表 明
，

等效塑性应变增量在后滑区比前滑区大得多
。

在整个轧制过程
，
在后滑区中所完成的变 形

量是轧件通过辊缝后总变形量的��
�

��
。

在图 �中给出分另��位于前滑区与后滑区 中 的 �
一
�

。

�一�两个横断面上轧制方向速度的分布规律 �图中数字表示该线上的速 度 值
，
其 单位 为

���
����

。

在粘着摩擦条件下
，
横断面

��

�沿轧制方向的金属流动速度主要与
�坐 标 有关

，

沿宽度方向比较均匀
。

对于相同的
�坐标

，
在后滑区中轧件侧面速度略低于中心纵断面上

的速度， 而在前滑区中轧件侧面的速度略高于中心纵断面上的速度
。

�
�

���

－ �
�

����

－－���
�

一一洲产

��

洲��
�

��
�

�

����

�
�

���

犷
�

�

��下。

断面

�一� 断面
���

启了︸��，‘，‘�﹃卜曰�﹃
�，

图 � 分别位于前滑区与后滑区二断面上轧制方向的速度分布图

�����������〔��〕用粘塑性有限单元法对平面应变条件下轧制过程的计算表明
，
由于变

形的影响
，
人 口前轧件的上下自由表面并不是通常所认为的完全水平

，
而是在与轧辊接触

的附近出现一个小凸起
，
如图 �所示

。

凸起量约为轧件厚度的�
�

��左右
。

用刚塑性 有 限

单元法计算平面轧制问题时 〔 ‘�〕， 也提出了在入口前上表面材料流动速度有向上的 分 量
。

木计算中上表面 �
一
�和�

一
�断面中间的节点上

， �
方向速度分量有不大的正值

，
这与前文中

的计算结果是一致的
。

但由于计算时间的限制
，
未能划分更细的单元进行计算

，
因而没有

具体算出这个凸起量的大小及其所在位置
。

由实验测得铅条在轧制后断面的形状用虚线表示在图 ����上
。

实验是在常温 无 润滑

条件下进行的
。

虽然曾设法使轧辊表面粗糙些
，
但仍难于做到完全粘着的摩擦状况

。

所以

���



在与轧辊接触的表面上实测宽展比计算宽展稍大些， 而在轧件的中部
，
实测宽展比计算宽

展稍小些
。

曰�，占
�

�甘

�
�

�山

�
吏…�

�

�月
��‘�分�����

的�
。

卜工二国名一

粼前的形状改变

哭
�

卜州“留

�� ‘
江

�
� 。
一一二一一‘ �

�

��。

一一叫一一
�

·

�一一�

图 � 轧件形状的变化 �根据��
�����，����

本文的计算用自行编制的计算程序在�
一
���计算机上进行的

，
整个计算时间约为 �小

时��分
。

四
、

结 论

采用刚塑性有限单元法对轧制过程三维流动进行分析
，
可以准确地求得轧件中各点三

维流动的速度场以及稳态轧制时轧件的外形
。

铅条的轧件试验表明
，
理论计算与实测宽展

的结果二者是比较一致的
。

本文提出的用刚塑性有限单元法处理这一类稳态流动问题
，
可以用于拉拔

，
挤压

，
轧

制等稳态流动的金属塑性加工问题的计算
。

参 考 文 献

〔 �〕 ���������
，
�

�

�
� ��� ������

，
�

� ，
������ �位� �������位����� ���� ，

��一�

������
。

〔 � 〕 �
����������

，
�

� ， ���� � �����
，
��

一��������
�

〔 �〕 柳本左门
，
日本机械学会论文集

，
��一���������

�

〔 �〕 户泽康寿
·

番于力
、 ，
塑性 巴加工

， ��
一
���������

�

〔 �〕 五弓勇雄
�

�王加
，
塑性 七加工

， ��一���������
。

〔 �〕 ��������
，
�

�

�
� ， �� ��

，
���� ，

����
，
�

�

����� ���
。 ， ��������

。

〔 �〕 ����
，
�

� ，
�
�

� ���
�

����
�

������
，��， ��� ������

。

〔 �〕 ������
，
�

。
�

� ， �� ��
， ���

�

�
�

� ���
�

���
� ，

��������
。

〔 �〕 ��
，
�

�

�
� ， �� ��

，
���

�

�
�

� ���
�

���，��������
�

〔��〕 加藤和典
�

法力
、 ，
塑性 巴加工

，��一���������
。

〔��〕 ���，
�

�

�
� ， �� ��

，
����

�

����
，
���

�

� ��一 �������
�

〔��〕 小林史郎
一

�于力
》 ，
塑性 七加工

， ��一���������
�

〔��〕 林桐
，
周宝馄

，
锻压技术

， ����年第 �期
�

���



〔��〕 乔端
，
林桐

，
北京钢铁学院学报

， ����年第 �期
�

〔��〕 乔端等
，
刚塑性有限单元法在塑性加工中的应用

，
北京钢铁学院资料 �����

·

��
�

〔��〕 �����������
，
�

�

�
� ， �� ��

，
���

�

�
�

������ ����������
， ��������

·

〔��〕 周宝握
，
钱仁根

，
乔端

，
轧制问题的有限单元法解

，
北京市金属学会压力加工学术

会议论文 �����
�

���
·

��� �������� �� ������

��� ������ �������

�� �������

�������
�

�

���� ����
，
��� ����

��������

�� ���� �����， ��������� �� ��� �����
一
������� ������ ���� ��� � ����� � � ��� �

�������� ��� ������ ��� ������������� �� � ������ ��� ������� �� �� ������ ����

� �� ���������� ��������� ����� ���� ���
。
��� ����� ��� ������������� � ������� ��

�

��� �� � ������ ��� ������� ��� ��� ������ �� ����� �� ��������� �� �������

����� ���� ��� � ���� ������ ��
�

��� ������� ��� ���� ����������� ��� � ��������

���� ��� ������� ����
。


