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脱碳动力学随机微分方程解过

程的转移概率密度

第一数学教研室 秦明达 杜才难

摘 要

文中由带随机系数的脱碳动力学方程求出了相应的����
��一������方程

，
求解得到了脱碳随机过 程 的

转移概率密度函数
，
从而论证了该过程是一个�����一������过程

。

本文最后还提出了将所求得的转移概率

密度应用于转炉炼钢过程后期终碳控制的某些设想
。

主要符号说明

�� 容量传质系数 �或��的均值� ，

�� 随机容量传质系数，

�
、
�。 钢水随机含碳量和随机初始碳量，

����� �����运动过程 �或������过程� ，

�� ��
���的扩散系数之半，

�。 、
�
。

冶炼初始时刻和终吹时刻，

��、 �� 第 �
、
�阶段交界点和第 �

、 �阶段交界点，

� �、 �� 与��
、
��相应的碳值，

�尹、 �尹 吹炼后期的某时刻及其相应的俐水含碳量的取值，

��

��
， ，�� �

阶增量矩，

� 。
��

， ，�� �阶导出矩，

��� ，���， ，
�，� 已知�，时过程����取值�，转移到 �时刻过程取值为

�的转移概

率密度函数，

中��
，���

， ，�， � 相应于���
，���

，，�，�的条件特征函数，

���
， ���

， ，�，� 相应于���
，���

，，�，�的转移概率分布函数，

���川
�，，�， �或

�
条件期望函数，

���
，�卜护，�尹 �或� �

条件方差函数，

色�
一

�

��
一

�
、
�

一 ��
一

�

乃函数，

付氏变换及付氏逆变换
。

启斤 ��

目幼 巨

关于��法炼钢过程中脱碳动力学随机模型的问题
， 〔�〕 、 〔幻 中已做了一定的工

���
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作
。

特别是 〔幻 中已将模型推广到系数�
� ��二 �， ��

，
�� 为平方可积随机过程的情 形

。

为简单和实用起见
，
本文仅限于讨论�

���� �
， �，

��为二阶矩随机变量�即��凡
艺

�《 必�

的下述模型
�

厂
一 ��

��，���
�“ �， ’ 。 ‘ ，�，�， “ “ 。 ’ � “ 。 �

���，�二 �
一 �，�，� ��，�，�， ’ ‘� ‘�，，，， ‘

气
’

一 ��������� ������
， ��《 �咬�

。 。

���

其中�
。为初始时刻

，
其余符号与 〔幻 中一致

。

本文中研究随机模型解过程统计性质的方法与 仁��
、

��〕 中不同，
可以不必去解���

式中三个分段的���方程
，
也不必进行解过程的矩函数的复杂计算

，
而直接由模型 ��� 导

出相应的�。 ����一��
�� 。 �方程 �即所谓 “ 向前方程夯

，
简称�一�方程�

，
这是一个确定

性的偏微分方程
，
在一定的初始条件和边界条件下求解

，
即可得到脱碳过程����的转移概

率密度函数�� 。 ，��
�尹 ，�尹�

，
由此便可获得大量有用的统计信息

。

这种方法与 〔�〕 、

��〕

中所运用的矩函数方法相辅相成
，
在随机过程和随机微分方程的理论和应用上具有重要的

意义
。

它对于处理非随机系数的��合方程是可行和有效的
，
这已为人们所熟知

。

但 是
，
对

于象 ���式中的三个方程那样带有随机系数的���方程来说
，
这种方法的可行性荃今在一

般专著和文献中很少进行系统的讨论
。

因此
，
本文旨在通过模型 ��� 的�一�方程的推 导

和求解具体说明
�
转移概率密度的方法对于随机系数的�比方程同样适用

，
并且也 是 有 效

的
。
当然

，
作为应用性的讨论

，
本文不可能过多地涉及随机系数���方程的理论 研 究

。

这

方面已有的部分成果可参看 〔�〕 、 〔�〕 、 〔�� 、 〔�〕 。
一

� �

一
、

模型 ���的�一�方程

首先注意到模型 ��� 中三个分段方程均属随机系数的��合方程
，
其甲般形式为

�

干�圣�
’ ， “
�
�

叮
’�‘ �����

，

吧�
�’ � ’ “ ，。 ，

�‘’ ，‘ ，��‘” ‘ ’，

、 入吸� ，。 少� ��气�尹， 气。 已 ‘咨少�
���

其中�。 满足���
。 恶

����
，
且�。与�����相互独立

。

为简单计
，
下面讨论中都略写 ��

。

设方程 ���的解过程为 ����
，
���

，
�� 是它的一阶密度函数

。 ·

由于条件密度函数与条

件特征函数之间有付氏变换关系
� �令△� � � 一 �产�

�

���
，�� △��� 尹 ，��� �

一 ‘ �小�
� ，�� △���， ，�之〕

�

劫���一
“ 一 ‘ � △‘ ，· ‘ ， ” ‘ � ，

���

定义 。 � �二， ，��会��〔��，
、 △��一 、 ���� 二， ， ，�

，
称它为����的 �

断
增量矩

，
并 在

� � 。

附近展开函数中为�
�����级数

，
则 ��� 式变成

���
，�� △��� ， ，��� 艺

旦

瓷尸了���
�‘· ’“ �’“ 产 ’ ‘ �

�乙�
△ 二

��
。

���
� � �弋尘

�· ‘· ‘ ，，，
鑫

但

���



���
，�� △��� 尹 ，����� 尹

，����
尸 ，

运用色函数性质可得

���

��
�

��易上氏户����
���

，�� △���

将 ���式代入 ���

���
，�� △��� �一 ��

�

��

�
�

�

不一万 ��
� �� ，�少��� ，�夕�

��“

� ���
，��� 艺 ��

。

��
，�����

，��〕 ���
� 二 �

△
定义� 。

��
，���

��。 生兰匹」丝
�

��导石 △� 称它为����的�阶导出矩
，
并将 ��� 式右端第一项移至左

端后
，
两边除以△�并取极限，

口���
，��

口�

�一 ��
�

��
��

�

��
，�����

，��〕 � � ���

据 〔�〕 、 〔�〕 ，
容易推知

�
方程 ��� 的解过程����具有马氏性

，
并是连续的扩敌

过程
，
因而当� 》 �时 ，

导出矩

� 二

��
，��� �

。
��〕

又因����为马氏过程
，
故转移概率密度函数满足�����������方程

�

���

‘ 、 � “ ’ �“ ’ � ‘ ’ �’ 夕�
�
� ���

� ，�� ��
� ，������ �，�� ��

�，�����
�

���

��
�
����

�
�

于是只要转移概率密度函数���
，���

尹 ，�尹�的一
、

二阶导数满足相应的正则条件
，
则必定也

要满足 ���
，
即

日� 口
一蔺�一 � 一

�

二了， �� �

� � ��

�
宁－�

口�

口� � 〔� �
��

，���〕 ����

� �

��
，��� ���

�曰，
�

��
，���〕

� 。 ，
�
�
�二一，�〔 ‘

�△� �△����〕 ������� 又 ‘

�
，
��� �

， �� ����

由方程 ��� 可知

△������ ���，��△�� ���，��△����� ��△��，
����中可得

����

中
，

入其代

� ���
，��� ���

△�弓卜�

� 。 ，

，犷份� 〔 ��

八�
����

，��△�� ���，��△����
��少�’ � ��△���‘��� � �

，
��� �

， ��
，

����

子是
，
在某些独立性假定下

，
容易求得

� ���
，���� �����

，���� �� � ��� �����
，� ，���

，
����

� ���
，���� �� ���

�
��

，。 ，���
，
���为扩散系数�

�

����

方程 ����即为随机系数��合方程 ��� 所对应的�一�方程
，
形式上虽然与非随 机 系

数�合方程的�一�方程类似
，
但在确定导出矩� ���

，
��时

，
必须考虑系数�和�的随机性而与

后者有所不同
。

现在具体求出模型 ��� 中三个方程相应的�一�方程
。

运用 ����
、
����式即可 计 算

出三个方程的一
、

二阶导出矩分别为

���



阶 段
�

一�

一一
导 出 矩
�� �

一一
� 一��

，�� � �
��

，��

第一阶段

第二阶段

一 �一�

一 ��

���

���

�
���������������

�

�
�

�

其中�
，� ���

，
�

， ��，
为�

�

�
�

�，���的扩散系数
，
��� �

， �， ��
。

将表中� ，
的值代入方程 ����中即得各阶段的�一�方程分别为

旦至凶叼业旦过业 � �
�
�
塑

��
�

卑乌
�

口�
一

��
一

��
‘ �

����
，�。 ��。 ，�。 ��� 乙�� 一 � 。 �，

���士��
，��

� 。 ，�。 �二 �
。

����

���，了夕‘、���
户、 、

段阶一第

口����
，��。

�，����

口�

��

佘
� ��

豁
�

����
，����

�，����� 色�� 一 � ��，

���士��
，��

� �，���二 �
。

����

�

��
‘

������
� 、

段阶一一第

口����
，��

�� ，����

口�

��

晶
‘·‘��� ��

势
，

����
，����

�，���� 各��一 ���，

���士��
，���

�，����� �
。

����

����

�
几、

段阶一二第

上述三个方程的边界条件的物理意义是假定在无穷远处概率流有一吸收壁
。

二
、

�一�方程的求解

采用付氏变换法和��
�������方法解上面三个�一�方程 〔� 〕 。

首先对于方程 ���� 求解
。
注意到转移概率密度函数 �

���
，��� 。 ，�。 �的付氏变换 是 条

件特征函数

小
���

，�
�
�。 ，�。�� � ��

���川
� 。 ，�。 �〕

·

����
·’·’‘ �‘一 ” 一

’ 。 ’‘ ’
����

在边界条件�
��士 �� ，���。 ，�。 ��

、了��
了气

�
，

����
�

�瓮�
�

鲁
，

�

�
。

爵�
� ‘· ‘ �‘ �，

。 �口��
，
�

厂 � ，二��
�

户 �
、 口� ‘ �

�下
，
不难证明

�

。 ���
，
�

�‘岑生 】 二 ��击
� 。

一 、 �� � 一
丫 ‘ ’

������二 一 。

蚁口�
� 一 � �

小
� 。

于是将方程 ����进行付氏变换后变为

���



�鲁
� �‘��·，一 � �· “ ” � ，

小
�
��

，�。 �
� 。 ，�。 ��� ��乙�� 一 � 。 �〕 � �，�‘ 。 �

����

此即一阶偏微分方程初值间题
。
用��

������。方法可写出方程 ����

程
�

����

所 对 应 的 常微 分 方

－生座匕一一
二 ��

�

������一 �
�� “
�中

�
����

求解
，
并利用初始条件 ����可得特解为

小
� � �，��’ 一 ’��“ ���’ 一，。 ’ �〕 一��� ’��一，�� ����

����
，��

� 。 ，�。��� �
一 ‘�中

���� �
一 ’��，

“
�
“

一 ’ ‘ �“ ��，’ 一�。 ’ �〕 ·
�一���一�。 �

“ ’
�

�
�� ， ， ， ， ， ， 、 ��

�
� � � � 一 � ‘ 幻一 一二

‘ ‘ 一气工� 一 �目一 � �常 �一�
二

一艺 犷 �兀

��

�一 �����一 ���

� 一

二 如�气二二

一
�

斌�兀

��
一

��
。 一 ����

，��� 一 �。 ��〕�盆

��一��一 ��� ��。 《 ����� ����

由 ����式右端可看出
�
第一阶段解过程����

，
��。成���

��是一个 �����过程
，
其

条件均值函数与条件方差函数 〔 �〕分别为

���
，���

。 ，�。

���
，���

。 ，�。

同理
，
可求得方程

，� 。 。 一

音
���‘ � 一 ，。 ”

�� ��
���一 ���

����的解为

����《 ����
� ����

�
“ 、 � ’ ‘ �� ‘ ’ “ �

石万不
�

�
蔺
�一 〔��一 ����一 ���〕 �

’

�����一 �一� ����

故第二阶段解过程����
，
��

�《 �����也是一个���
��过程且条件均值函数和条件方差函数

分别为

���
，���

�，�� �� � �一 ����一 ���

���
，��

� �，�� �� ��
���一 ��� � ��

�
簇���

�
�

。 ����

最后
，
求解方程 ����

，
在运用���妙����方法时

，
其计算过程相对前两个方程 来说

要复杂一些
。

对方程 ����中�一�方程作付氏变换后
，
得

鲁
� 一 ��·

瓷
一 �

�· ’ ‘ � ，

则对应的常微分方程组为

丝
�

�

卫生
�

一些戈
一

一

� ��� 一 ��� �

中
� �

对方程

�� ��

了
一
瓦不

一

积分
，
可得

�� 甲 �����
，
�甲 �

为任意函数�

����

����

���



则

甲 �� ��一��，

再由方程

�� � �小
�

贾牙正
，

一 二�丽户不
�

积分
，
可得

一
�

�� �

小
� � 甲 �� ��， ，

�甲
�
为任意函数�

����

��� �

甲 � � 小
�� ��� ����

于是
。

方程 ����之通解为

小 �甲 �，
甲 ���

为求方程 ����之特解
，

小
� � �‘二 �，

然后由联立方程组

�
� �

�卫竺兰、

中气
� �一 “ �’ ，

中
，“ ’ �。

�
一 ” ，

先对初始条件作付氏变换后
，
得�� �

�
时

����

厂甲
� � 一 �

��

甲 � �

�� ��

��

�
�� �

小
��习舀 ����

消去� 、
�，
小
� � �，“ � �

即得

甲 � �� ��一七�，， ，

��
��

�
�

�
�

����

� � ，
卫�

，
�

，

� ，�， � �

� ��
皿�一

一 � ， ，�

一
�胶�

����

叭
� ��甲 � � ����

再将 ����中第一
、
二式代入 ����

，
可得

�
�� �

，石�丁一 ��� ��

甲�� ‘ 压 � � �

一 �
，
��一 �

，
� �

�� �� 一 �����一 ���
， �

一
十

－
�

�盆 � �

故方程 ���� 之特解为

。 � � �‘

一
�’ ‘’ 一 ” ’ 一

等�会�
’

一
’�’ ‘’ 一 ’ ‘ ’

��
，

����

则特三阶段的转移概率密度函数为
“ �
�
。 一

卜
�

一 �’ ‘’ 一 ’�’】�
’

‘�‘。 ，，，一
，�，� “ 一 “ ‘ 。 ，�

忐
· �� 。

【‘一
���‘’ 一 ‘ �’

�
����

���



因此
，
第三阶段的解过程������

�镇�镬�
�

�也是一个���
��
过程

，
其条件均值和条件方差函

数分别为
� ，���

�，�� �� ��。 一 ����一 ���
，

�，���
�，��

� � �

一

不

�一 � 一 �����一 �
�
�� ����

‘
�‘��‘��

由以上推导
，
可总结出以下定理

�

定理
�
以 ���式为模型的脱碳�

�

�
�

����
，
��。����

�

�是 一 个 �����
一�

����� 过

程
。

三
、

将转移概率密度函数用于后期碳控制的某些设想

在转炉吹炼后期
，
假定通过取样

，
知道了在�声时刻的碳含量

�尹 ，
则可通过第三阶段的

转移概率密度函数�
。
�即����式�去估计下面的转移概率

���《 � ，���
� ，�‘ �� ��

� ，��
� ‘ ，�‘ �

��

��
“ �，‘ “· ‘ ， ’ ‘ ’‘

� 一里一
、

「“ 。 �

切�兀 ��

��一 ��
“

�口 �

」 �

二 ，�一 � 、
� � � 岁 吸－ 刀

� � �

����

其中
� 、 � �

分别为 ����式中的条件期望和条件方差 �只要把 ����式中�� ， ��分别改为

�， ，
�，即可�

。
����式说明

�
转移概率可由正态分布表直接查出

。

进一步还可求出碳含量转移到某个区间 〔� ，
�〕 内的概率�

。 �� 、 。 、 �，��
�， ，�， 卜 。

�竿�
一 ，
�宇�

�

����

不妨假定 〔� ，
�〕 就是碳的合格范围 ，

那么上式即是在�时刻拉碳命中率的理论估计

式
。
生产中当然希望 ����式所表示的概率愈大愈好

。
注意到这个概率是�的函 数

，
因此

可提出下列具有实践意义的间题
�

、 、

当�为何值时
，
一次拉碳的命中率最高� 实际上

，
在 �，

时刻取样知道了钢水的含碳量�，后
，
即可通过 ����式求得�和� “ ，

同时予先假定一列可

能的终吹时刻
�

�� �， �。 �， … ，���，
������

，， �� 万不�

将其代入 ����式 �以���代替��
，
计算出相应的各个拉碳命中率�

�，
��， … ，

�
。 ， 经比

较后
，
找出最大者

，
即��

�� ��， ��， … ，
�� �

。

设其相应的时刻为��
� ，
则�，�

显然满足

下列关系
�

�����簇�
，� �， ，�， �� �������镇���

，��，
�
� ‘ ，�，

〔��可豆�
����

如果在�� ��
�

时
，
钢水温度已达出钢标准

，
则�

。 �
就是理想的拉碳时刻

，
可期望获得较高的

命中率
。
而上述一系列计算均可通过电算在极短时间内迅速完成

。

以上是运用转移概率密度函数予测终吹时刻
，
以求获得较高拉碳命中率的一些初步设

想
。
是否可行� 还有待于实践来检验

。

���
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