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最小二乘配点法解壳体弯曲问题

罗 铭 朱孝禄

�机械设计教研室 �

摘 要

卜 本文用最小二乘配点法分析弹性壳体弯曲问题
�

采用了加权残数法巾的混合

法一事先既不满足壳体弯曲定解微分方程式亦不满足边界条件
，
所选试函数为文献

〔�〕中提到的双重幕级数
�

对于�边简支圆柱壳
，
其数值计算解与经典解析解误 差

不超过�
�

�另�对于悬臂圆柱壳
，
取其特例一悬臂板分析时

，

其结果与解析解误差

亦不大
�

用本法可以编制出壳体弯曲问题的通用计算程序
�

关链词
� 最小二乘配点法

，
圆柱壳

，

弯曲
，
试函数
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日� 雀旨
‘

� � ‘二�

在第一
、

二届全国加权残数法学术交流会上
，
许多作者通过不同的试函数用最小二

乘法分析了弹性板壳的弯曲问题
。

文献 〔�〕以双重幂级数为试函数 ，
使用混合法分析过薄

板强度
，
文献〔�〕 〔�〕在边界配点法中使用了双曲三角函数为试函数

，
而文献 〔�〕分别采用

双调和方程的三类特解序列构造的试函数
，
探讨了二维问题的解

。

试函数的选择关系到

解的收敛性和精度以及程序编制的繁简程度
。

本文运用双重幂级数作为试函数
，
同样运

用混合法－事先既不满足壳体弯曲定解微分方程式亦不满足边界条件
，
求解了壳体的

弯曲问题
。

在解题过程中
，
通过选择不同的配点方案和待定系数个数

，
对 �边简支圆柱

壳和悬臂圆柱壳进行了计算
。

结果表明
，
所选用的试函数适宜

，
它具有很好的收敛性和

较高的精度
。

用最小二乘法分析板壳问题
，
其程序编制极为简单

，
工作量和计算时间很少

，
且可

以编制出任意边界条件和任意载荷作用下的通用计算程序
，
与有限元等数值方法相比具

有很大的优越性
‘

最小二乘法还具有其它计算方法无可比拟的优点
，
即误差可知

，
计算精

度可以控制
。

因此
，
它不失为计算力学中一种很有发展前途的数值方法

。

� 最小二乘配点法概述娜

研究二维域厂上的某一类问题
，
其偏微分方程为

�

�� � � 在区域�内 �� �

��� � �� ，

在边界�上 ��� �… �� �� �

式中。 为式 �� �
、
�� �的精确解场函数

，
�

、
� �
为微分算子

，
�

、
� �
为不含

�的 已 知

值
。

方程可以是线性
、

非线性的边值问题
、

初值问题或特征值问题
。

最小二乘配点法的基本原理是寻找一个近似值石
，
当代人 �� �

、
�� �式时

，
使

得方程残数平方之和为最小
。 、
便称为试函数

，
于是

� ��
， 戈 �士 “ �� � �� �

式中
�
为待定系数

， �表示区域厂上的所有独立变量
。

于是
，
通过将式 �� �代人式 ���

、

�� �所得的残差即可进行误差估计
。

方程残数式为

�� ��
， � � � �。 一 � � 〔 厂 �� �

�� � ��
， � � “ � �王孟一 � � � 〔 � �‘ � �…� � �� �

式中�
�
和�

。 ，
分别为区域内部残数和边界残数

，
最后在整个区域犷上使加权残数平方和
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最小
，
从而确定出待定系数。 的最佳值

。

式 �� �中牙为边界权函数相对于区域权函 数

之比
。

在域犷内和边界�上选择一系列点� ，��二 �… 。 �
，
将其坐标值逐点代入式 �� �

、

�� �中
，
于是形成加权残数方程组

�
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， � ��一 ��劣
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， 戈 、

� 一 ��二
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�一 � 、 �义 、 � ，

�〕

珍�
。 ���

， ���� 牙 〔 � �� ��
， 戈。 � 一 � ‘

�戈� � 〕

用矩阵表示为

〔 � 〕 � 〔 � 〕 〔 � 〕 一 〔 �〕 �� �

式中 〔 � 〕 为参数矩阵， 〔 � 〕 为待定系数列阵 �数目为��
，
且方程个数�二 � � �二 一

��� ���
。

显然 �� � 〔 � 〕 � 〔 � 〕

为使�
�
最小

，
令
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据式 ��� �可以导出

����

〔 � 〕 � 〔 � 〕 〔 � 〕 � 〔 亡 〕 了 〔 �〕 ����

或 〔 �〕 〔 � 〕 �� 〔 � 〕 ����

式中 〔 �〕 � 〔 � 〕 � 〔 � 〕 ����

〔 � 〕 � 〔 � 〕 � 〔 � 〕 ����

式 ��� �为最小乘配点法的基本方程
，
按照式 ��� �编制程序计算

，
即可得到 待 定 系

数
�，
从而可以获得定解微分方程式在满足边界条件下的近似解 “ ，

再代入式 ���
、
�� �

计算
，
可以得到近似解的误差值

。

由于矩阵 〔 �〕 的阶数取决于待定系数。 的个数�
，
而

与选点数目�无关
，
因此在不增加待定系数的情况下

，
通过增加选点数�

，
可以提 高 解

的精度
。

� 圆柱壳体的弯曲问题

设圆柱形开 口壳体中间面横向圆的弧半径为�
，
壳体厚度为�

。

中间面任意点�的位

置用坐标� 、

刀来决定
，
其中�为沿每线到点�的距离成比例的数值

，
刀为沿横向圆 的 弧

到同一点�的距离成比例的数值 �图 � �
。

若取半径�为比例系数
，
则� 、

刀为 无 因 次

坐标
，
其中刀为圆心角

。

于是壳体的基本方程为



图 � 圆柱壳计算模型
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�表示位移
，
�

、
�

、
�表示表面力

，
它们的正方向均示于图 �， �

、 �
分别

表示材料的弹性模量和伯松比� 。 么 � ��

���
“

行 � 一 。 � ，

日�
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口仪 汀�
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对于表面仅受有法向载荷的圆柱形开 口壳
，
式 ��� �的三个微分方程式通 过 引 人

一主无向函数必二 功��
，
刀�

，
很容易归结为一个 �阶微分方程
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式中刀为柱型刚度
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函数功称为壳体的基本函数
，
通过既在壳面上满足方程 ��� �又满足边界条件

，
可

以确定出功值
。

引人功后
，
壳体的位移和内力可以表示为
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图 � 四柱壳受力状态 �“ �内力图
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���内力矩图

�����

������， ��� 一�， � �，����，

壳体的内力和力矩正方向示于图 � �� �
、
���

。

边界条件
�

根据力学的几何假设导出的壳体的基本计算模型
，
限制中间曲面 线 上

每一点的独立边界条件数等于 �
。

现分析�为常数的边界
，

对于

� � �简支边
�

假设�方向没有边缘阻力
，
则

� 二 �
�

，
功 � � ����

�� �固定边
�

“ � �一 � � �
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，
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其中�
�、
� ，
为克希霍夫意义下的广义横向力和广义剪力

����
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自由角点条件
�
对于悬臂壳体还需增加自由角点上的约束条件

，
即在两自由角点上

的集中反力�
。
等于 。 ，

于是
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� 最小二乘配点法解柱壳

如上节所述
，
圆柱壳体的求解过程关键在于确定基本函数功

，
我们选择其试函 数为

一双重幂级数形式
，
即

�
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�二二，�

�
，����一 ‘

刀
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止少
叮

式中氏
。

为待定系数
， � 、

刀为无因次坐标
，
�

、 ” 为正整数

根据式 ����可以组成内部残数方程式为

。 ‘ 川 。 ，。 �。 以
一
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一
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当�为常数的边为简支边时
，

其边界残数方程式为

� 。
一
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日刀
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如有需要
，

还可以根据式 ����
、
����及 ����

、
����

、

����组成其它边界

条件下的残数方程式
。

然后按照第二节中的最小二乘配点法的解题过程
，

求得系数�
� 。 ，

再根据式 ����
、

��� �可以求得壳体的位移和内力值
。

作为算例
，
我们求解了四边简支壳和悬臂壳受均布载荷卯寸的弯曲问题

。

�
�

� 四边简支日往壳

如图 �，
设四边简支圆柱壳每线尺寸

。 与横向圆弧尺寸时目等
，
且 。 � �� �，

显然无

因次坐标� 、

刀的取值范围为 ��� � �， 又设壳厚为�
，
横向弧矢高为�

，
弹性模量为�

，



泊松比� � �
。

于是壳面挠度。 可表示为

田 � 协����� ����

其中林为系数
，
亦即所需计算值

。

我们在壳面均匀选取��个点
，
将点的坐标值代人式 ��� �中

，
在 。 � �及� � �边界

上各选 �个点
，
将点的坐标值代人式 ����

、

����
、
����

、

����，【，， 在刀� � 及

刀� �边界上也各选�个点
，
同样列出边界条件为

“ � �， 。 � �，

�
� � �，

�
� � � 的 残

数方程式
，
于是得到���个方程

。

现取试函数功的待定系数��
�

为���个
，
权函数 附 取 为

� 〔 ‘ 〕， 计算得到圆柱壳中心的挠度值列于表 �
。

表� �边简支回柱壳中心挠度
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﹄“甘，人，一

干
� 。 �。 �、 。 。 �一�·� 。… 。 �一

” ·�，一 �，·，·

表 �中列出了根据不同的比值���计算得到的挠度系数�
�， 从表中可以看出用最小二

乘配点法解得的结果与解析解相差很小
，
证明了本文解题方法的正确性

。

本文还选用了不同的配点方案和待定系数个数进行试算
，
发现其结果均相差不大

，

因此可以认为选用双重幂级数作为试函数是一种行之有效的方法
，
其收敛性很好

，
精度

较高
。

�
�

�悬胃回柱壳

取悬臂圆柱壳几何尺寸及物理量均与四边简支壳相同
，
只不过泊松比改为� � �

。
�，

坐标设定及配点方案也与之相同
。

设悬臂圆柱壳� 二 �边为固定边
，
其它三边均为自由边

。

对壳面的��个点按式 ��� �列出内部残数方程式， 于固定边� � �上的 �个 点 列出

边 界 条 件 为
。 二 �

、 。 � �
、 �。 � 。 ，

粤
� �的残数方程式， 于自由边 。 � �上的 �

口认

个点列出边界条件为�
�� �

、

�
� � �

、
�

� 二 �
、
� � � �的残数方程式， 于自由边夕二

�及刀� �上的��个点列出边界条件为�
� � �

、

�
� � �

、
�

� � �
、
�� � �的残数方程

式， 于自由角点 � �
�

�， � �及 ��
�

�， �
�

� �处按照 式 ����列 出 自 由 角 点 条

件的残数方程式
。

这样便得到一个具有���个方程
、
���个未知数的线性方程组

，
仍然取



权函数牙为 �
。

替土 。 � �。 ，。 、 。 二 �“ 二，

�
‘ � 。 �

了 � � 、 ‘ ， ‘ 。 。 。 �二，仕 ， ‘ 自

首先用上述方案求解了壳的特例－板 �即月升
二 � �的弯曲问题

。

将计算结果中自
一 一 ” �

一一� ” 、 一 ‘ 一 ‘ ’ ‘

” “
�

‘ 诩

� 一
、 一 ’

�
一 ‘ �“ 一

’ ‘ ’

一
“ ’ � ” ‘ ’

一
‘ ’ 一

”
’

由边� � �的挠度值及固定边� � �的弯矩值�
�

列于表 � ，
并与有限元解及解析解 进行

了分析比较
，
发现本文解存在误差

，
但误差值不大

，
我们认为这与解题的精度有关

。

表 � 愚 嘴 板 的 计 算 结 果
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�
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�

二� 、 ， 。 �
� 从��

、

“
、口 ‘ �‘ � 、 了 峨

。 。 巴 、 ，月， 、 。
，兮口、 刁、 对� � －月又 龙二月 〕 ‘ 、 ” �� 一不一 �认年��主孔 ， �，�目 ��， ����哭目 月凡 一不

一
��� · ‘ 口 �，� ， ‘

亡矛 月 〕 ‘ 曰
� �

由边
� 二 �的浇度山及固定迫

� 二 �的弯拒�
�
见表 �

。

�

， 二 ，� ‘ ， ，
� � 。 。 。 、 ， �‘ � 。

�‘ 叹 。 刁�蕊月 忆公，�二 、 一一 「一 一 � � ‘ 动 ， �， 卜�甲早，民
�

����� � �����������
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����� �
�

����� �
�

弓���� �
�

��弓�� �
�

����� �
�

�����

� 结 束 语

�� �用本法分析均布载荷作用下 �边简支圆柱壳的弯曲问题
，
其计算结果与解析

��



解误差不超过�
�

��， 分析悬臂圆柱壳的特例－悬臂板时
，
其误差很小

。

�� �用本法可以编制出一般壳体在任意边界条件及任意载荷作用下的弯曲问题 的

通用计算程序
，
能够解决工程实用中对一般壳体分析的难题

。

�� �本文的全部计算过程是在 ����� 微饥 ���位
，
��������� ����上 使 用

�������语言完成的
，
程序简单

、

灵活
，
可以实现小机解大题目的要求

。

〔 � 〕 徐次达 、

期
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、

〔 � 〕 徐文焕
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〔 � 〕 丁浩江
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