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应用 �算子的离散时间控制系统
①

尹怡欣
‘

摘要
�

研究了 �算子和 ‘ 变换的一些性质以及对离散时间系统的描述方法
，

并比较了 �变换和

传统的
�

变换和
�

变换之间的关系
�

最后介绍了 �算子在离散时间系统仿真和控制系统设计中

的应用方法
。
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采用数字电子计算机对系统进行控制或进行仿真
、

分析以及设计控制系统时
，

需要把时

间变量考虑为离散变量
，

研究的系统要考虑为离散时间系统
。

若原来的系统为连续时间系统
，

则需要将其离散化
，

转换成离散时间系统
。

通常采用差分方程来描述离散时间系统
，

并用
�

变

换和前移算子
�

来研究和计算
。

然而
， �

变换和前移算子
�
处理连续时间系统的离散化有两大

不足之处
�
��� 当连续系统传递函数的分母多项式的阶次比分子多项式的阶数大于 �或采样

周期 少 比较小时
，

其相应的
�

脉冲传递函数将增加不稳定零点
，

即离散系统变为非最小相位系

统
〔 ‘ 〕 � ��� 当采样周期 少趋于零时

， �
脉冲传递函数不收敛于原来的连续系统传递函数

。

这样

将使模型参考控制等很多优秀的控制算法不能应用
。

同时
，

现代技术的发展要求控制系统的

精度越来越高
，

相应地采样周期 �越来越小
，

电子计算机技术的发展又使这一要求成为可能
。
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因此
，

本文的介绍 �变换及 �算子提供了适应这个要求的离散时间控制系统的新手段
。

� �算子和 �变换

当采样周期为 � 时
，

可用一阶差分△���� 二� 〔 ��十�� 一���� 〕 �尹来近似连续时间函

数 � ���的一阶导数 �� ������相应的高阶差分为△了 ��� 一 〔△ �‘一 ” � ��十 �� 一△ ‘一 ，
�

任�〕 �望
。

在此定义 ‘ 算子为

占� ��
一

���� ���

其中
， 二

为
�

变换中的
�

算子
，

也可认为是一步前移算子
，

即 汀 ��� 一了 �����
。

� � 用 �算子表示的离散时间系统

对于
。
阶 ���� 连续时间系统

产 �����十 �忍���

� ������
���

、产、，尹子‘�乙了�、了�、
�沙�

�

�������
、

以采样周期 �对输入控制信号
�

��� 进行离散化
，
并加零阶保持器

，

可得离散时间系统为

� �忿�无�� 加���

� ��艺�无�
���

、产乙几、，才了‘、司七
工了
‘、

︸
�即甘了��、��

、

其中
，

， 一
备
��即

一 ‘，，

卜哥�
·、 ‘ · ，，

一
‘

���
，
���

，
���

相应的输入输出表示形式为

夕夕���� ‘ 一 ，夕一 ’，���十 … � ��夕���� �一
�少一 �“ ���� …

其中
， �‘ ， ‘二 �

，
卜二 ， �一 �为矩阵 �的特征多项式的系数 � �

� ， 坛一�
，

计算
�

�‘ � �，�矛
一 ’一 ，

� ��� ，通
，一卜

‘
� … 十 ��� ，���

� ������

儿
一 �

���

可由下式

���

下面的定理说明系统 ���和系统 ���

定理 � 〔�〕
设矩阵 � 的特征为 ���

的稳定性是一致的
。

矩阵 �的特征值为 �‘ 则有

〔�压�一�〕 ，
�镇 云镇

�
���

上式可变形为 ��” ‘
���汀

，

故有等价关系

��� �“ �� 一特及 〔�‘〕 � �

所以
，

矩阵 �和 � 的稳定性是等价的
，

从而说明系统 ��� 和系统 ���

����

的稳定性等价
。

�� � �变换及其反变换

� �� � ‘ 变换的定义

如果函数 � 仕�对 无� �
，
�

，
�

， … ，

有定义
，

对 �� 一 �
，
一 �

， … ，
� ��� 一 �

，

定义

���



� 名了������ ����
一 ‘

����

为函数 � ��� 的 �变换
。

如果极限

������ 少��
一众

是一个有限量
，

则称函数 了 ��� 的 �变换收敛
。

�
�

�
�

� �变换的性质

利用 ���式和 ����式可得 �变换的如下性质
。

性质 �� 若
。
和 �为常数

，

则

�囱����十 �夕���〕 二 ��叮���〕 � ��〔夕�壳�〕

性质 �� �为正整数

����

�叮��十 ��〕 � ��� ，。�‘��。�一 艺��
���，� ，。�‘一，

����

性质 �� �为正整数

�叮��一 ��〕 二 ��� 少��一
����� ����

性质 � �初值定理�
�

若�加尸 �的 收敛
，

则

����一 ������ ����

性质 � �终值定理�
�

若 了 ����为一定值
，
则

������ 全
·
���盯���

常用的 �变换表由表 �列出
。

����

表 � 咨变换表

����� � ����� �� �一���������

���� ��舀�

单位脉冲

单位阶跃

����

单位斜坡 �

�

�
一 �

介
�之一���

尸
之�之� ��

�之一 ���

之

�一 �一碑

��一�一心��

�十卯�

凡

、

�一 �一 ‘

�

�

�

�

��

�

��

�

占� �

�

夕��十 ��

�

�占�
�
��

����产
�

��一 ���
�一 �一心�

牙比一昨

�一 �一沙�

���九�
���

���凡����哪�

玛习

��哪
�十了舀一 �一砂

��
一�
一勺���哪�

��������
一�一呼

���十凡�
�一评

���了�一 �一订��

��亡十��
名尸���一汀��� ���哪������一�����

���一�� �����一 ，� �一 ���名� 了������十妈�

曳交�
��

召��召�一���� 共乒
��

��一丢了���

� �

、 �。卜
罕

，�。�

���



� �� � 占反变换

由给定的函数 尸 �的 求一个函数 � �劫
，

并使得 � 叮 ���〕 � � �的 成立
，

则称下式为

� �的 的 �反变换
。

����� �一 ’ 〔��占�〕 ����

这里仅就 尸 �的 是有理分式的情况介绍求它的反变换的一种方法
�

先将 尸 �的 展开为部

分分式
，

对于一般项 �� ��一幼
，

可用

阳
�一

‘ 〔����一 成�〕 一 悦
����十 ��

�

�一
‘

����
�� �

进行 �反变换
。

�
�

� 。 变换和
。
变换及

�
变换之间的关系

���式己示出 �变换和
�

变换之间的关系
，

并由 ���式可得
，
之
一 �

、 � ‘

�
，
一

� 、

���� � ��� 戈�
一二二� �� ��� �二 又�” 一 ��

�
� � �

� � 义 �
� � 卫

����
�

，
�

�

�
。
�，

一���气名 十
�

言丁�
‘
义

’

十 不二�
‘
�

’ ‘
州卜 … 少 一 名

，
一 � 乙 � � 里

即
，
占算子实际上是采样周期 少充分小时

。
算子的近似

。

由图 �可以看出 �平面和
。
平面

、

二

平面的稳定域之间的关系
。

当采样周期 ，��时
，
�平面的稳定域将和

。
平面的稳定域趋于一

致
。

资夸寸
图 � �平面

、 召

平面
、 �

平面的稳定域之间的关系

�饱
�

� ��������� ���一�饭�� ， �一�恤�
� ��� �

一����
�

�
�

� 。 脉冲传递函数与
。
传递函数的关系

连续时间系统 ��� 的传递函数为

����� �����一 ��一
’夕� �������

��

其中
，

����� ��

� �
�一 ，�一

‘
� … 十 ��占 � �。

·

���
·

����



、�︸、了�、，尹、�矛、，、产、夕‘、�︸飞土，︺���任�二丹�行‘��勺乙��︼，︼，︼，口，自，‘了
、奇才、奇了、目了、 �了、 ‘
了�了‘、﹄��、

� �� 一 ����召 一 名��一�习 一 ���

���� 一 几� ��’ 一 ‘
� 几� �扩一 �� … � 几� � 八

，‘
在 ���镇

，一 �由下式计算
�

，‘
� 犷�护一 ‘一 ‘

十 几一 ，
严一 ‘一 � 十 … � 扒十 ����

当 �勺�
· ·

一丫尸一，一
勺一 �

，
丫尸一，一 ’�并�时

，
� �，�的阶次为 二

。

对应的离散时间系统 ���的 ‘ 传递函数为

召。
���� 了���一 ��一

���
����

����

其中
，
����一 夕 �

�，一 �夕一 ‘
� … � ����

�。 � ��一 �，���一 几�…��一 氏�

氏 一 丢�
。��� 一 ��

�

�成 �簇
， 一 �

�‘
，
�簇‘簇

，一 �由 ���

��的 一 瓦一�夕一
，
� 饥一�夕一 � � 一 � ���十 ��

式计算
，

式中

�「， ，� � �
� � ， ‘

� �
�

���
。 �

产 � 翻
��‘��

·
�� 丫 〔�十 众尸 � 针�

�
� …〕夕

��
。 � 一

争
’
一 ‘ 一 ’

�� ” ��
�

其中包含了对于所有 �的一般项 矿严�
，

因此
，
产�并�

。

所以
，
� �的 为

。 一�次多项式
。

由式 ���
、

���
、

���
、

���� 及前述定理可知
，

当采样周期 ，��时
，

有

������
，
乙一夕

，

且
�
��

，
���成�凡 ，

�镇‘成
二 ，

��� � ����� ���

从而可知应用 � �的 �� �力
，

即 � ���的阶次将随 ，��而趋近于 二
。

可将 ����式写

����� �
。

���� ����� ����

其中
，

�
。

�‘�二 �一 ，少一 ‘
� … � 兔� ，

护� ‘

������ 纵护 � … 十 ���� �� ����

则有
�

����
‘
�

，
一 �

�簇 云� ，

二 � �镇 坛镇
� 一 �

����
几八�

�

�
、
�
�、

也就是说
，
当 � 充分小时

，

在控制系统的分析和设计中可以无视 及 �的
。

例
�

对于 、

�����
��� � � ��� � �

�。 � �
�

���
。 � �

�

���。 十 ��一 。 � � �
�

��� � �
�

��� � �
�

��

采样周期选为 �、 �一 、 时的 � �的 为

����
�

�

��� ������ ��
�

��� ��� �
�

��� ��

其零点分别为
一
�

�

���

时的
�
脉冲传递函数为

一 �� � �
�

��� ���� � �
�

��� ����� �
�

��� ��� �

�� 和
一
���

�

���
，

即有 � �的 所描述的离散时间系统仍为逆稳定
。

而此

一

���
�



����
�

�

���名�一 �
�

���名 一 �
�

��� �

其零点分别为
一
�和 �

�

��� �
，

一 �� 一 �
�

��� �之� 十 �
�

��之 一 �
�

��

即成为非最小相位系统
。

一般地 、 具有有理分式形式的
‘
传递函数变换为 �脉冲传递函数

，

可由计算机程序来实

其具体步骤为
�

������ 计算 � ���的最小实现系统 ��
，
�

，
���

������

根据设定的采样周期 �
，

计算矩阵指数
�即 �

������ 由 �峨�
、

���
、

���式计算 �离散时间系统 ��
、
�

、 ���

������ 用 �������方法计算 � ���和 � ���
。

� 控制系统设计

�� � ‘ 脉冲传递函数的时域响应计算

当离散时间系统由�脉冲传递函数给出时
，

可直接对应 ���式所描述的输入输出形式
。

对

于 ���式作能观标准型实现

万
血“ ’ 一

少
“ ，� 西“ “ ’

�夕���� �‘ ����
����

其中

����

门川����叫
一

�”

��

一一

�
，孟血﹄口�…��一一一一

������������������������︼

一一�

犷叻
�� �瓦一�…��〕

�� � 〔�，
�

，… ，
�〕

则状态变量和输出量可分别由下面 �式计算
�

劣��� ��� ����� �〔月工���� 加���〕

梦���� �，
���

����

����

����

����

极点配置控制系统的设计

��� 式所述的 �离散时间系统可表示为

��咨�梦���� 凡���
�
���� ，���

刀���� �
。

���肚���

为非模型化项
。

由于采样周期 � 充分小时 �
�

�的 的系数将变得很小
，

计中常将 刃 ��� 忽略不计
。

对于 ����式所示系统
，

先给定控制器方程为

����公���� 一 ����夕���十 ��占�，���

·

���
·

����

�
����

所以在控制系统设

�中��其

����



其中
， 了 ���为输人参考信号

，
� ���

、

�
����

��占�

一 夕 �

尸 �的
、

� �的 为控制器多项式
。

‘ 一 ，夕一 ’
� … � ��

一 ��一 ，护一� � ��
�

少一 “
� 一 � �。

����

����一 ��’ 夕 名 � 欠 一 �夕 一，
� … � ��

由 ���� 式和系统 ���� 式构成的闭环系统方程为

����梦���� 凡���万���
尸���� ����勺��� ����

其中

����� ��占������ ��������� ����

为 �二 阶多项式
，

且决定着闭环系统的极点
。

当事先给定闭环系统的期望极点后
，

即可确定 �

���� 然后由 ���� 解出 � �的
、
尸 �的

，
� �的 则可根据输入参考信号

， ��� 的形式来确定次

数
，

并由终值定理可知
�

����� �。 �
�

�。
��

。
����

控制量
� �的 的计算可由下式来进行

��无�� 〔一尸���女�无�� 刀���，�无�〕�石��� ����

在实际控制信号计算中
，

考虑到 ����式同样构成一新的动态系统
，

其能观标准型实现

为

以���一 ������一 �叫���一 凡，��� ����

式中
，

一 人一 �

一 ‘ � �

一 ��

一 ��

〔代一 �
凡一�…��〕

� 〔�…�
，�‘ ，… ，�。 〕

����
哪衅

�
。 · 。

所以
，

���� ���

则 �时刻的
二
���值为

舰���

��无�� �〔�‘����一 尽，���� 凡，�论�〕 ����

� 〔�，
�

，… ，
�〕����� �，��� ����

� 结束语

由引入 ‘ 算子和 ‘ 变换所得到的新的离散时间系统描述形式
，

在采样周期 � 充分小时能

接近于原连续时间系统
，

并使其稳定性和最小相位性得到保持
。

这样就克服了由
�

变换和
�

算

子所表示离散系统的不足
，

从而使连续系统中的一些有效算法以及离散系统中仅适用于最小

相位系统的控制方法能够较容易的移植和应用
。

尤其对于高精度快速系统
，
�算子控制算法有

更为优越的特性
。

今后的主要工作有
�
��� 进一步完善关于 ‘ 算子和 占变换的基础理论研究

，

使之系统化完整化 � ��� 研究计算控制信号
� ��� 的快速算法 � ��� 将 ‘ 算子理论推广到系统

·

���
·



辨识及适应用控制的各个领域去
� ��� 研究 ‘ 算子在多变量系统中的应用

。
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