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圆锯片振动模态的准确解

郭兴旺 邹家祥

北京科技大学机械工程学院
,

北京 10以犯3

摘要 通过对 B 朗se l 函数的精确数值计算
,

对普通圆锯片在不考虑离心惯性力效应时 的频率方程

和振型 函数分别进行了精确的求解和计算
,

得到了锯片振动模态的准确解
.

为了检验计算结果的正

确性
,

又 用有限单元法计算了 1例
,

两种方法的计算结果吻合
.

另外
,

本文还通过计算证明了钢材泊

松比的变化对锯片振动模态的影响很小
.

其计算结果可供锯片设计时直接查取
.
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普通 圆锯片一般可简化成 中间固支外边 自由的环形弹性薄板
.

在一般情况下
,

圆形类板

的 自由振动若采用经典解法
,

则在 数学上 非常复杂
,

甚至无法求解
.

因此 人们 贯常 采用

各种近似方法求取其振 动模态
.

M o et 用 iR tz 一 G a le r k in 恨 一 G )法计算了锯片 的固有频率 ll]
,

文献 2[, 3] 用有限单元法计算了锯片的固有频 率和振 型
,

文献 4[, 习则 用试验模态分析法研究 了

锯片的振动模态
.

从 已查阅到 的大量文献来看
,

还极少有人用精确的方法计算锯 片的振动模

态
.

针对这种情况
,

作者在用精确解法计算普通圆锯片振动模态方面做 了一 些工作
.

作者曾

经推导了普通圆锯片在不考虑离心惯性力效应时的无 量纲频率方程和无量纲振型函 数回
.
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文将在此基础上对频率方程和振型函数分别进行精确的数值求解和计算
,

从而获得圆锯 片振

动模态的准确解
.

其计算结果将用有限单元法进行检验
.

另外
,

还研究 了钢材 泊松 比的变化

对锯片振动模态 的影 响
.

1 圆锯片振动模态的准确解

普通圆锯片在不计离心力效应时的无量纲频率方程为
:
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式中 大
、

玖
、

几和 凡 为
n
阶 B路 s el 函数

,

毋为夹径比
, ? 为泊松 比

.

频率方 程是 关于特 征值
x 的

方程
.

无量纲频率 又与特征值
x 的关系是 : 又= x勺 [3( 1一自l.ln

固有 圆频率 co 和固有频率 f 与无量纲频率的换算关系分别为
:

。 = 又 h (E /户) , / , /
a , :

=f 又h ( E /户 )
, / , /( 2二 a ,

) (2 )

式中 a 为锯片外半径
,

h 为锯片半厚
,

E 为杨 氏弹性模量
,

p 为密度
.

无量纲振型函数为
:
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其 中
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节径位置 由方程 0 (0) = 0确定
,

即为
:

s m = ( Z m 一 l )
二

/( Z n
) + 8

。

(
n = l

,

2
,

3
, ·

,
·

; m = l
,

2
,

…
, n

)

款圆的无量纲半径位置为方程

R (中
r

) = 0 (3)

在区间 O < 俄蕊1 上的根
.

频率方程 ( l) 和决定节 圆位置的方程 ( 3) 是含有 B es sel 函数 的复杂超越方 程
,

没有 解析

解
.

振型 因子函数 R (电 )是含有 B e 哭七】函数的复杂超越函数
,

难以想象其曲线形状
.

因此
,

无

论是求固有频率还是振型
,

都只能借助于电子计算机用数值计算方法完成
.

这时遇到 的一 个

重要问题是如何计算各类 B巴 sd 函数的值
.

计算 B。 弥el 函数通常使用的方法有两种
:
一是利用

B罄哭 1函数 的级数表达试是 利用 B 路哭1 函数 的近似 多 项式 逼 近公 式 冈 及 递 推 算 式
.

B巴 se l

函数计算的具体过程 比较冗长和复杂
,

在此不作详细讨论
.

振动模态的全部计算过程 由自编

的计算机程序完成
.

程序操作简便
,

运算迅速
,

并具有振型图绘制功能
.

取泊松比
v = .0 3

,

在各种夹径比下普通圆锯片的无量纲频率的计算结果 如表 1
.

夹径 比

中= .0 5 的锯片的 2 个典型模态振型如图 1 和图 2 所示
,

图中曲线 R 是 归一化振型 因子 函数

的曲线图
,

R l

(。
r

) = R (。
r

)/R恤 ) }~
,

R ,

(叭 )取最大值 1的位置 由一竖线标 出
.

数对 ( ,
,

n) 表示节圆

数为 m
、

节径数为
n 的振型模式

,

中 .

表示节圆的无量纲半径位置
.

表 1 普通圆锯片的无最纲频率

aT 决 I N谊d 如曰妇加司 示冲” 心此 of 妇 . l d川面 r

asw b匕山̀

节圆 节径 夹径 比

数 m 数 n 0 1 0
.

2 0 3 04 0
.

5 0
.

6 0
.

7 0
.

8 0
.

9

0 2
.

56 3
.

l 4 4 D3 5
.

46 7
.

88 12 42 22
.

36 5 l
.

l4 208
.

4

1 2
.

1 1 2 9 1 3
.

97 5
.

52 8
.

供 12
.

67 22
.

70 51
.

另 20 89

2 3
一

4() 3
.

如 4名2 63 3 8
.

叩 13
.

62 23
.

77 52
.

77 2 103

0 3 7
.

54 7
.

63 8 D3 9
.

既 11
.

23 15刀2 25
.

82 另
.

91 2 12
.

6

4 132 2 132 3 133 6 139 1 1 5
.

49 1 9
.

4 1 29
.

的 58
.

05 2 15
.

9

5 20
.

2 7 2O
.

27 20 3 l 2O5 7 2 l
.

62 24
.

84 33
.

82 62 3 3 220
.

2

6 28
.

6 7 28
.

6 7 28
.

68 28
.

80 29
.

46 3 l
.

99 40
.

l l 67
.

86 22 5
.

5

0 152 9 19
.

义 2 57 9 35
.

闷4 5 1
.

《 1 8 1
.

05 14 52 328
.

9 132 5

1 1 16
.

75 20
.

叩 万
.

0 1 36
.

另 52
.

铭 8 1
.

98 146
.

0 329
.

7 1326

2 22 3 6 25 3 9 30
.

83 39 9 1 55
.

52 84 刀8 148
.

6 3322 13 28

2 计算结果的检验

为了验证用精确解法获得的计算结果的正确性
,

特用有 限单元法计算一例
,

以作对 比
.

设锯片尺寸 为
: 外径 d 二 1劝 m

,

厚 h2 二 .0 oo 6m
,

夹盘直径 d
l
= .0 5m

.

锯片材料为钢
: 弹

性模量 ￡= 2
.

0 5 8 x 10
, ’
N mz/

,

泊松 比
v = 0

.

3
,

密度 夕 = 7
.

8 x 10 , k g sm/
.

根据锯片的轴对称性
,

可只取半片建立有限元模型
.

将其划分成 90 个四边形单元
,

1 14
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个结点
,

用 S A P 6 计算振动模态
.

结果 表 明
,

用 精确 解 法 和 S A P 6 所 得 的 固 有 频 率 和

振型都非常一致
.

表 2是用 3 种方法获得的固有频率的对 比
.

砂型实验结果 比理论计算结

果偏小
,

这主要是 由于实验时实际锯片的材料
、

尺寸及支承情况与理论计算时有所 差异 而

造成的
.

另外
,

用精确解法算得的固有频率与参考文献【l] 上用 R 一 G 法算 得 的结果 也 非常

一致
.

总之
,

本文的精确解法和其计算结果是极其正确的
.

0 0
.

2 .0 4 0
.

6 0
.

8 1
.

0

图 1

琢 1

振型 (叼 )
,

元= 15
.

翻

刀犯 n . 山如碑 (场毛 又二 1.5翻

图 2 振型 (l ,4)
,

元二 67
.

82, 叭二 0乏口

瑰 2 11祀 n . de 湘伴 l( ,4l 又=价名么 中产 0乏口

表 2 普通回锯片巾 1仪班,一 ,阶 一 6的固有频率 /zH

aT U睦2 11比 皿灿阁 触明州冶 of 叙 谈剐目 d“ 知姗 as w ha de 巾 1《洲 )一 , 洲)一 6 /H z

.48754708447

节圆数 m o

节径数 n o

准确 解法 77 3

S A P 6法 76刀

砂型实验 一

78
.

9

77石

0

3

110
.

2

108
.

8

87

0

4

152
.

0

149
.

8

129

0

5

2 12
.

1

2 (粥
.

4

184

0

6

289
.

0

282
.

7

2 59

0 0

8 0

38 1
.

1

3or 夕

抖 7

夕又 .8

4 75
.

1

02.878667

3 泊松比对振动模态的影响

无量纲频率和振型都与泊松 比有关
,

各种钢材的泊松 比有一定的差异
,

一般为
, = .0 24 ~

住 30
.

前面的模态计算 中均取
v = 0

.

3
,

现再 取
, = 0

.

24 计算 夹径 比 中二 0
.

5 的锯 片的 振 动模

态
.

结果 表明
: , = .0 24 时的无量纲频率和振型与

v = 0
.

3 时的相差极小
.

其 中
,

无量 纲频率

的对比见表 3
.

夹径 比和泊松 比取其它值时的进一步计算得出了同样的结论
.

因此
, v = 0

.

3 时的

无量纲频率和振型的计算结果可以作为钢质普通圆锯片的通用数据
.

4 讨论

本文从严格的振型函数和频率方程出发求取锯片的振动模态
,

是属于经典解法的范踌
.
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表 3 当 中= 05
, v = 0二闷和 帕时的无 t 纲频率

aT l众 3 N血司如曰因加司 加钾心匕 for 血
c a s e : 巾 =

叭
, 二 0二鸿 a回 帕

节节圆数 川 节径数 n , = 住24
v = .0 333 节圆数附 节径数 ” v 二 .0 24

, = .0 333

000 0 7石7 7
.

8888 1 0 印 .4 1 父
.

4666

000 2 8名5 8
.

叩叩 1 2 又 5 3 55
.

5222

000 4 15
.

62 15
.

4999 1 4 66
.

89 6 7
.

8222

与各种近似法相 比
,

没有对振型函数作任何预先 的假定
,

因而求得 的解是准确解
.

其精确度

主要取决于 B路s e l 函数的计算精度
.

本文计算结果的正确性 已被其它方法所证实
.

作者认 为本

文的计算精度高于任何近似法
.

本文不计锯片的离心力
.

当考虑离心力时
,

由于离心力对锯片的张紧作用
,

各阶固有频

率将有所提高
.

因此
,

本文所求得的各阶固有频率是旋转锯片各阶固有频率的下限值
.

5 结论

( l) 当 中 = .0 1 一 0
.

3 5 时
,

基频 对应 的振型模式是 (0
,

l) ; 当 中 = 0 .4 一 .0 9 时
,

基频对

应的振型模式是 ( 0
,

0)
.

( 2) 随着夹径 比的增加
,

各 阶频率单调增大
.

当夹径 比和夹径数 不变 时
,

随着夹 圆

数的增加
,

相应的频率迅速增大
.

(3 ) 除同时满足 。 < .0 4
,

m 二 0
, n 簇 1外

,

在其他情况下
,

当夹径比和夹圆数不变时
,

随

着夹径数的增加
,

对应的频率单调增大
.

( 4) 钢材泊松比的变化对振动模态的影 响极小
,

可以忽略不计
.

( 5) 表 l 可用于确定任何钢种
、

任何尺寸普通圆锯片的固有频率
.
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