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具有重特征值的阻尼线性系统振动

黄汉舟
‘� 林 鹤

’�

�� 柳州钢铁厂
，

柳州 �� 北京科技大学机械工程学院
�

北京 �������

摘要 本文在复模态理论基础上引人系统传递函数矩阵及其留数矩阵的概念
，

推证了传递函数矩

阵展式
，

通过展式导出系统振动响应的实数表达式可用于计算具有重特征值的阻尼线性系统振动

响应
，

从而解决了涉及重特征值的振动求解问题
�

文 中对特征值
、

特征向量及留数矩阵做了探

讨
，

并给出了算例
�

关健词 振动
，

重特征值
，

留数矩阵
，
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工程中的许多阻尼线性系统微分方程在实模态空间中不能解祸
�

在这种情况下
，

实模态理论不

再适用
�

为了解决这类系统的振动响应求解问题
，

近十几年来复模态理论得到迅速的发展
�

用

复模态理论求解阻尼线性多 自由度系统振动响应问题的方法主要有状态空间法 �礴一 “�
、

传递函

数法 【民�】和摄动法 �’�，也有通过建立一种新的正交关系
，

然后把响应按复特征向量展开求解的�’�
�

本文针对具有重特征值的阻尼线性多 自由度系统振动问题进行了研究
，

导出了可处理重

特征值问题的实用分析方法
�
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� 系统特征值问题

设阻尼线性 � 自由度系统振动微分方程矩阵形式为 �

��」���������������卜��������卜������ ���

初条件 �
������

�� 。 一��
。
�

，

�义����卜
。 一�文

。
�

式中���
、

��〕
、

【��分别为系统的质量矩阵
、

阻尼矩阵和刚度矩阵
，

它们均为对称矩阵�

且���正定
，

���
、

���正定或半正定 � 王�����
、

������
、

������分别为系统对应于
� 个自由度的

广义坐标位移
、

速度和加速度列向量 � ������为外激励列向量
�

方程式 ��� 对应的齐次方程 �

����������������������」���������� ���

将方程式 ���的解 �����卜拼�
� ”
代人得 �

����川尝�� ��� ���

式中
，

【������ ��【��� �【�����」
�

方程式 ��� 关于 �套�有非零解的充要条件为系数行列式等于零
，

即�

�������、卜� ���

方程式 ��� 称为系统的特征方程
，

其左边为 �的 �� 次实系数多项式
�

特征方程在复数

域内有 �� 个根 �重根按重数计算��’��
，

这些根称为系统的特征值
�

根次数大于 �的特征值称

为重特征值
�

设特征方程有 �个相异根 ��
，
��

， … ，
�， ，

重数分别为 ��
，

��
，

…
，

�
� ，

则特征方程 ��� 可

表示为 �

�

��‘��，尽
��一 �」’�’

一� ���

其中
，

������ … ��
�

二 ���

� 传递函数矩阵的建立和展开

对方程 ���两边作 ������� 变换
，

并设 【����」之逆 【�����一 ’
存在

，

得 �

���
��卜���

���
一 ’
����

��卜�
�����������

。
�������

。
�� ���

方程 ��� 反映了厂
‘

义坐标位移响应的 ������� 变换与激励 函数的 肠����� 变换的关系
�

当外激励和初始条件一定时
�

系统广义坐标在 �域中响应的形态取决于矩阵 【�����
一 ’�

称 【�����一 ’

为系统的传递函数矩阵
�

考察������
一 ’
中的第 �行第 �列元素 � ��

���
’ �

为叙述方便
，

记 ����联
���中对应元素为 ������

，

根据逆矩阵的定义
，

有 �

� ��

���
� ��，���

���【����」
���

上式右边分子
、

分母均为 �的多项式
、

次数分别为 ��� 一 ��和 ��
�

根据 �份呛��� 展开定

理
，

函数 ������可按它的全部极点展 开为简单分式之和
�

比较式 ��� 和式 ��� 知
，

函数

�

从定义上看 �、 ��� 和 �，��� 中是带参数 �的行列式
，

展开后为 �的多项式
�

为了讨论方便
，

下文有时称它们为函数
，

有时称它们为行列式
�
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���

��� 的分母恰好是特征方程左边表达式
�

可见
，

�
��
���的极点 与系统的特征值一一对应

·

因此
，

�
��

���按极点展开等价于按系统特征值展开
，

亦即 ��。
���可按系统全部相异特征值展

开为简单分式之和
�

用式 ��� 左边代替式 ��� 右边分母
，

根据 ���������展开定理将上式右边展开
，

得 �

�
�� 。�、一夕八岁

王 十
一，里孟下

十 …朴聋监一 、
卜叫

‘ 厂 尸�吮 � 。
�

� �。
�

。 、 ‘ 才�
�

。 、 � ， �

�� ’
�

。 。 � 气。 。 �夕 气� � �少
‘

�

���

式中
，
�
决

，
�
么�

�

货� ��

， … ， �
占�

」

均为待定系数
，

应用高等数学不难推证 �

�

击
一 ’ 二 ���

去
一 ’ � �� … ��

偏� ��嵘
�

�

��
�一 ‘�’ “ �‘ ���尽�

�」一 ��

因此式 ��� 可简化为 �

里圭生
�一 ��

���

·

艺同
一一�

式中
， �
占
��

�

��
」一 ‘�，��‘ ���尽�

�』一 ���
�

’

似����
从复变函数论的角度看

， �
右
。
的表达式恰好为函数 � ��

��� 在极点 ��处留数表达式

���中待定系数 �
右
。
等于 �

��

���在 �」处的留数
，

即 �

�
右
。 ������

��

���
，
�」�

式 ���和式����表明
，

如果系统有 � 个相异特征值
，

则传递函数矩阵任一元素可按这 �

个相异特征值展开为 �个简单分式之和
，

每个简单分式的分子由该元素对应特征值处的留数

表示
�

既然传递函数矩阵任一元素均可按系统全部相异特征值展开为简单分式之和
，

传递函数

矩阵本身亦可按系统全部相异特征值展开为简单分式之和
，

即 �

【�����
一

冬兴 ����

式中��
�】为 ������一 ’

在 ��处的留数矩阵
，

其任一元素由式 ���� 表示
�

� 系统响应在时域中的实数表达式

把式 ����代人式 ���

‘���‘ 一
客兴����》 �

鲁 �����风�
�����茂���艺鲁

阿，‘�，·
属
�人，阿，‘�， �‘�，

从形式上看
，

由于
脚柳��，�� 。

�的存在
，

对式 �’�，两边作 。 ����� 逆变换将会出现 ‘

函数项
�

这意味着由于系统非零初位移的存在
，

响应中含有脉冲成分
，

从物理意义上是难以

想象的
�

实际上
，

用复变函数论不难证明 �” �
�

艺��
』】为零矩阵

�

因此
，

式 ����可表为 �
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�孙》�万兴
。 。 》·
冬兴

‘��，‘风，·旧‘凡，，·
冬兴

，，闪 ‘，，，

对式 ���� 两边作 �����优 逆变换便可得到响应在时间域中的复数表达式
�

由于复特征值共辘成对出现
，

设系统有 �对相异复特征值 ��
、

瓦
、
��

、

瓦
、

…
、

��
、

瓦和 五个

相 异 实特 征值 ��
、

几
、

…
、

��
，

并记作 ��� 一又��� 。 ， �，� 一 �� �� �
，
�

， … ，

���� �
，
�

， … ，

��
，

则系统对外激励响应和初条件响应在时间域中的实数表达式分别如式 ����和式 ���� 所示

�推导过程从略��

、
�一

喀��������一
， 。 一、 ，一喀��������一， 。 一 。，�·

·

客、�
�

一�����
��

式中
，

� �
，
�

， ” ’ ，

【���
、

��
，】分别为系统传递函数矩阵在极点 ��

、
��处的留数矩阵 �� �

，
�

， ‘ · ’ ，

��

��
�

��“ ，�二一�属
���人�“�，。

�一 ‘���
。
�’�����’一 “ ���

。
����田�” �一 ‘ ”

一��
�
一 ’
�� ��

���‘ ���
。
���

��，�����夕
。
�一又

，
��

。
��

��������
一 ’ 」’

�

各�
��

���夕
。
�一

“ �
��

。
���

一 “ ‘ ’

����

式中
，

��
。
�������

。
�

，

�夕
。
�� 【����。

������文
。
�

�

式 ���� 和式 ���� 等号右边之代数和即为系统对外激励和初条件的总响应
�

当系统无重特布玉值时
，

其特征值
、

特征向量反映了系统本征运动的基本性质 �氏民 ” �
�

可以

证明�，， ’�】， 对应于任意阶特征值 ��的留数矩阵 【���的任一列都与对应阶特征向量之一线性相
关

�

所以
，

当系统无重特征值时
，

任意阶留数矩阵的列与对应阶特征向�均描述了系统对应

阶本征振动的振型
�

从式 ���� 可以看到
，

系统任意阶特征值的负实部和虚部分别反映系统自由振动对应阶

振动成分的衰减率和振动频率
，

与特征值是否重特征值无关
�

由前面系统特征值问题的讨论知道
，

对应于重数为 ��的特征值
，

当 ��妻�时
，

线性无关

特征向量不是唯一的
�

而对于确定的系统在确定的初条件下任意阶振动响应是唯一的
�

因

此
，

在系统具有重特征值的情况下
，

对应于重特征值的特征向量不能确切描述系统自由振动

对应阶振动成分的振型
�

� 算例

一个简单的有粘性阻尼的扭振模型如图 �所示
�

物理参数为�
，����������

������
�� ��� �，

�����，������，����������
�

姗州陀在初速度户
� ���

�，

��� 一
，
�

，
�

，
��条件下系统的扭振响应

�

系统扭振微分方程矩阵形式为 �
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圈 � 扭报系统棋型圈
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�
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·
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·

氏
·
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…
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氏
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，��吸���������������
︸“︸��百
」

� �

�� �

� �

� �

用本文叙述的方法求解如下 �

��系统特征值问题

记 。 �二
了又万

，

�，��

涯雨丁
， � 一�脚

，
�，��护环牙

，

诚二
了忑葬石

三�按式 ��� 计算得

实特征值 �，��和 众 � 一��
，

具有正虚部的复特征值为 ��� 一 � 十�。 ��重数为�� 和 ��� 一 � ��城

�重数为 ��� 按式 ���计算得对应于 �、 和 几的特征向量均为 �氛���� � ���
�，

对应于 气

的特征向量为 �亡
�

�二�� 一 �� � ��
�，

对应于重数为 �的 ��线性无关特征向童有 �个
，

如

�七
，，
���一 �� ����和 �心

��

���� � 一 � �尸
·

��系统各阶留数矩阵

记对应于 �，和 ��的留数矩阵分别为��
�

�和闪
，

对应于 �，和 几的留数矩阵分别为���和��刁
，

按

式 ����计算得 �

，‘︸����

一一

尸几眨‘���

�
������������

·

�

一����【��】� 一 ��
，】� 一 二共，

���叭

�������，�����目月��，�砚二��二��二

尸�������������

��
��
‘

��
�����

【��」
�

�����

��
，

�
一

，
井
����
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在 【� �

�中第 �列为零列
，

各非零列两两线性无关
，

但都可用 �氛�和 �省
��

�线性表示 �

在 【�」中各列均与 �亡
�

�线性相关� 在 ��
�

�和 ��
�

�中
，

各列均与 �七
。
�线性相关

�

��系统对初速度的响应

下面我们考察在不同惯量件上存在初速度条件下系统扭振响应
�

按 ���� 式
，

只取扭转

成分 ���
�，

记在 ��
。
�中仅 口

。 ，
� ��’� �，

其余初速度均为零时系统扭振响应为���彩
�
，

�二 �
，

�，�
，

�
，

则得 �

���
�万， � 一 ���

�

�
，�一

，��� 。
’��一�

恤囚囚林
���

�蔓�� 一 ���
�

�
��一 �，��� 。 ��一 �

���舀
�� 一 ���

�

�
。 �一 �‘ ��� 。 ��一 �

，�一 “ ，��� 。 ��

�一 ” ，���田 二�

����

���
�二�� 一 �王�

�

�
� �一 � ‘ ��� 。 几�一 ���

�

、
��一 ” ，��� 。 玉�

��一 � ‘ ��� 。 飞� �
式中麦�

�

�
�

表示矩阵����
�

�中的第�列
，

�� �
，

�� �� �
，
�

，

�，��

一阶
、

二阶复特征值��
、
��的实部和虚部分别反映了对应阶振动的振幅衰减率和振动频

率
，

与特征值是否重特征值无关
�

对应于 ��的留数矩阵 【� �」第二列为零列 ，

因而 ��上的初速度作用没有激起系统第一阶振

动
，
��

、

��
、

几上的初速度激起的该阶振动 ��恒为零
�

【� �」的各非零列两两互不相关
，

对应

各惯量件上初速度激起的第一阶振动振型两两互异
�

对应于 ��的留数矩阵 ��
�
�各列线性相

关
，

因此各惯量件上初速度激起的第二阶振动振型均相同
�

对应于非重特征值 ��的特征向量描述了系统第二阶振动振型
，

与初速度作用位置无关

对应于重特征值 �，的特征向量 �省
��

�和 �老
��

�各 自与 ��
�

�中任意非零列线性无关
，

因此二者

均没有描述第一阶振动振型
�

但它们的线性组合可以与 【� �

�中任意非零列线性相关
，

因而各

惯量件上初速度激起的第一阶振动振型均可由 �心
。�
�和 代

，�
�线性组合表示

�

本例中系统阻尼为比例阻尼
，

系统 自由振动响应可用固有模态理论求得与式 ���� 完全

相同的结果
�

在用固有模态理论求响应时
，

对应于重特征值出现两个该阶主振动
，

这是求解

方法上人为地引进的
�

实际上两个该阶主振动频率和衰减率均为相同
，

必可合成为一个同频

率
、

同衰减率的运动量
�

另一方面
，

确定的系统在确定的激励 下任一阶振动振型只能有一

个
，

其形态取决于各激励的大小和作用位置
�

在系统有重特征值情形下
，

用特征向量来描述

系统 自由振动振型是不方便的
，

用留数矩阵的列才具有确定的意义
�

有关本文理论在轧钢机

扭振研究中的应用
，

请看笔者的学位论文 【” ��

� 结论

��� 阻尼线性多 自由度系统不管是否具有重特征值都可用传递函数法按本文叙述的步骤

进行振动响应求解
�

��� 欠阻尼系统任意阶特征值的实部和虚部分别反映对应阶振动成分的衰减率和振动频

率
，

与特征值是否重特征值无关
�

��� 对应于非重特征值的线性无关特征向量是唯一的
，

对应阶留数矩阵各列均与它线性

相关
�

特征向量和留数矩阵的列均描述了系统对应阶振动振型
�

��� 对应于重特征值的线性无关特征 向量不是唯一的
，

而对应阶留数矩阵是唯一确定

的
，

它的每一列都与对应阶某个特征向量线性相关
�

留数矩阵的列描述了对应列号的广义坐

�下转 ��页�



张清东等 � 冷轧宽带钢横向内应力分布的实测 与计算
·

��
·

� 理论模型的实验考核

首先对曾实测了内应力的两个试样
，

再计算其 内应力
�

图�中两条光滑曲线所示就是

取 ��二�
�

�时的计算结果
�

两者的分布规律十分吻合
�

此外还进行 了大量的实测试样考核
，

都给出了和实测板形状况一致的结果
�

� 结语

��� 采用小孔松弛法测量了冷轧带钢离线状态下的内应力分布值
�

��� 在实验基础上建立了新的内应力计算模型
，

模型简单
，

精度高
，

完全可 以用于在

线闭环板形控制
�
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标上干扰激起的系统对应阶振动振型
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特征向量则不一定描述系统对应阶振型
�

但反过来
，
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�
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