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金属压力加工间题的流函数速度模式上限解

杨海波 汪家才 刘光涛

北京科技大学机械工程学院
,

北京 1(刀犯3

摘要 采用流函数法构造了塑性变形金属流动的完备速度模式
,

对 M is 。 材料平面变形和轴对称

变形问题
.

提出并推证了运动可能速度场应满足的力学边界条件一
`

边界切应力
份

约束方程
.

将

求解与运动可能速度相对应的应力场归结为确定一点静水压力的问题
,

实现了 由上限法确定问题

的完全解
.

应用这一理论对锥模拔管问题进行了计算分析
.

关扭词 流函数
.

上限定理
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应用上限法 (U B A ) 分析金属压力加工问题
,

核心是如何更精确地反映材料真实流动情

况
,

设计构造运动可能速度场亡卜
.

经验表明
,

耗散功率 毗对 亡) 并不敏感
,

即使所设计的

速度场较为简单
,

也可得出较好的工艺载荷的上限解
.

因此保证使 cwt 取得极小值的 仓产已

充分地接近了真实的速度场
、

并使与 亡产相应的应力场是静力许可 的
,

寻求问题的完全解
,

是上限法 当前的研究方向 「, 一 , .]

1 金属压力加工问题的上限解法

在金属压力加工过程 中
,

塑性变形毛坯内各点处的应力
。 i J ,

位移速度 亡
*及应变速率 。 。j

之间应满足一定的条件
.
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任何满足给定边界条件的位移速度在材料变形域 中的分布称之为
“

运动可能速度场
” .

以 亡卜表示
.

在所有 的亡卜中
,

真实的 亡李使得 能量 的耗散 功率 wct 取 得最 小值 (上 限定

理 )
.

此时与真实速度场相应的应力场
。

轰(由材料的本构关系给 出 ) 或唯一确定或当材料不

可压缩时
,

最终相差一静水压力
.

当应力场 。

者是静力许可的
,

即 心满足物体内的徽分平衡

方程
、

屈服条件及在力面 S ; 和速度面 S
。

上的应力边界条件时
,

问题获得完全解
.

为此
,

对

M is es 材料
,

首先应求得真实速度场
,

其次要由一定形式的外力边界条件求一静水压力场
.

2 运动可能速度场的构成

体积不变条件和边界条件对速度均为线性关系
,

因此我们可以 将运动可能速度场 U黔分

解为两部分 ; 基础速度场 U九和附加速度场 U各
,

即 U 黔是 由 U几和 U弃叠加构成 ` ,.]

u产= U几+ U各 ( 1)

墓础速度场反映变形金属质点的基本流动规律
,

满足 问题的给定速度边界条件
.

U盖一般

不含未知量 (某些情况下含优化变量 )
,

并能保证 U 黔足够快地通近真实速度场
.

对于稳态问

题 (轧制
、

拉拔
、

挤压等 ) 可以借助流面或流线由流函数设定基础速度场
,

而对于非稳态问

题 (徽粗 )
、

周期间歇和伪稳态问题 (工件发生内部缺陷时 ) 则可以设定满足非齐次速度 边

界条件的简单速度场
.

附加速度场 U各是修正补充基础速度场的
,

在物理方面应满足齐次速度边界条件
,

在数

学方面要具有完备性
,

保证由基础速度场 U九和附加速度场 U各合成的速度场 U }包含有真实速

度场
.

根据泛函空间理论
,

附加速度场可采用希尔伯特空间相对完备的坐标函数族来表示
.

3
.

1

流函数速度模式

流函数法基本概念

引用流函数设定连续速度场
,

就是将稳定塑性变形 区内金属流动 时质点的运动轨迹 看

作流线
,

其上任一点 的切线方 向
,

即为该瞬时质点的流动方向
.

在平面或轴对称状态下的稳定塑性变形中
,

各速度分量可 由流函数 。 (x,
,
x公来确定 ; 此

处的 x l 、 x : 在轴对称情况下应理解为 z
、

r
.

对于平面问题
,

由。 确定的速度分量为 :

丁户
】一 ” 。 /。x Z

〔U Z = 一 刁。 /刁x , (2 )

对于轴对称问题
,

由份确定的速度分量为 :

丁V
!一 (` / x

Z
) ” 。 / 。 x Z

走u Z= 一 (l / x
Z
)刁。 /刁x . (3 )

U : 、 U :
自然满足体积不可压缩条件

.

流线方程 d x Z
d/

x : = U :
/ U

: 的解 由下列函数表达 :

叮(x
卜 x公= co sn t (4 )

则流函数具有下列一般形式
二
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巾 (x
l , x :

) = g {叮(
x l , x Z

)} = c o n s t (5 )

如图 1所示
,

在不变形区 l 和不变形区 3 中
,

流线由下列条件表达 :

叮( x l , x Z
) = x Z 二

设变形域 2 中约束金属流动的工具表面形

状由方程 X Z = T
l

(
x l

)
,

X Z = T Z ( x
l

)来 描述
,

为使

。 k

(x
1, x Z

)是运动可能的
,

则 。 “
应满足下列边

界条件 :

( a) 沿工具与毛坯接触表面
,

T
l

( x
l

)一 x Z= 0,

即该接触表面为流面 ; 且

小 k

( x
, , x Z) = g {叮[

x l ,

T
,

(x
l

) ] }二 ( U
l

)
; ·

A
。

= (U
,

)
3 ·

A
,

(7 )

式 中
,

oA
、

(仓
l

)
1

和 A
l 、

(亡
1

)
3
分别 为变形初始

和终了时毛坯的断面面积和金属流动的速度
.

( b ) 沿接触表面 ( T Z
(
x .
)一

x Z = 0 )
,

有

中 k (x
1, x Z

) = g {叮[x
l ,

T Z
( x

l

) ] } = o (8 )

( c) 在由刚性 区进人塑性区 的边界 0r 上 ;

x Z= 5 1

(
x l

)
,

相应有

g {叮(
x l , s 。

)} = (U
l

)
3

(6)

写
:

3

匕

图 1 流函数法

1一 刚性区 ; 2一 塑性区 ; 3 一 刚性区

I殆
.

I F拓w 云. r 位” I n州血闭

· s 。

(9 )

( d) 在由塑性区进人刚性区的边界 r
l

上 ; x Z二 sl (x, )
,

相应有

g {叮(
x l , 5 1

)} = ( U
l

)
3 · s ,

( 10 )

利用方程 ( 7 )
、

( 8 ) 来构造运动可能流函数 。 k

(
x l , x Z

)
,

利用方程 (9 )
、

( 1 0 ) 可求解边

界 0r 和 r
:

引用流函数来设计构造速度场
,

具有容易满足速度边界条件
,

减少待求未知量和 自然满

足体积不可压缩条件等优点
.

.3 2 基础流函数
、

附加流函数
、

完全流函数

相应前面对速度场的分解
,

定义与基础速度场相对应着基础流 函数 中告
,

与附加速度场

相对应着附加流函数 中李
,

例如对平面问题即有
:

亡}
。 一 日巾告/口x Z ,

仓鳖
。

一
日巾告/口

x l

仓
: 一扬洒

x Z ,

饥
f

一 扬加
x l

( 1 1)

( 12 )

.3 .2 1 基础流函数 。告(
x : , x Z )

中 } (
x , , x Z

)一般可借助变形 区边界流线或流面来构造
,

对平面变形可取

。 } (
x l , x Z

) = K
`

[
x Z 一 T

Z

( x
l

) ]/ [T
l

(
x l

) 一 T Z (x
l

) 1 ( 13 )

对轴对称变形可取

。告(
x , , x Z

) = K
`

!
x

;一 T ;(
x l

)」/【T {(
x l

) 一 T ; (
x ,

) 1 ( 14 )

式中 K
’

为待定系数
,

由变形区断面流通量确定
.

。 告不含其它未知量而仅为坐标的函数
.
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2 2 . . 3附加流函数 。 李 ( x, , x Z , a 二

由 w ie sr atr
s s 定理

,

附加流 函数 。李可 由函数序列 工艺
a m n x

子
x
翌来一致逼近

.

考 虑到

附加速度场应满足 齐次速度边界条件
,

上述函数序列应乘上 因子 Q
, ,

Q
Z ,

…
,

Q
。
; Q

l

i( =

1
,

2
,

…
,
n ) 由齐次速度边 界条件确定

.

于是 中李取为

中 }( x
l ,

x Z ,
a m n

) = Q
l ·

Q
Z… Q

n

艺艺
a m n x

于
x
全 ( 15 )

.3 .2 3 完全流 函数 。 “
( x

, , x Z , a 。 。

)

由 小告(
x 、 , x Z

) 与 巾李(
x . , x Z , a m n

)叠加合成 为完全流函数 中
k

(
x l , x Z , a m n

)

。 k

( x 卜 x Z , a o n

) 二中轰(
x l , x Z

) + 中李(x
l , x Z ,

a m n

) ( 16 )

中
“

x(
1 , x Z , a m n

)确定 的速度场是完备的
,

即 。 “
确 定的速度场一定包含真实速度场

.

4 完备运动可能速度场的
“

力学边界条件
”

针对 w 告对 U {并不敏感
,

为保证在使 w 轰极小化过程中速度场能够充分地接近真实速度

场
,

除首先应构造一个包含全部运动可能速度场的完备速度场族外
,

还应寻求进一步措施
.

对于发生塑性变形的理想刚塑性材料
,

其本构关系由玫vy 一 M毗 方程确定

`
:
』 = ( Z T / H )宕

, J

( 17 )

式中 H 为应变速率强度
,

T 为剪应力强度
.

由式 ( 17 ) 可见
,

由速度场根据几何方程确定的

应变速率场 氛
J

对应着一个偏应力场 试
J

.

在变形区边界上某一点 M ( x 、 , x Z
)

,

外法线方 向五= ( co s o
, s in o)

,

设该点处给定切应力 为

: ’

(一般为摩擦力 )
,

而该点处与应力场相对应的切应力
: “
可被表示为

: k = (
。 ! , 一 。 2 2

)
5 i n Z口 / 2 一 a l Ze o s 2 8 ( 1 8)

而应力场 a ,。
可表示为由一偏应力场 :aj 和一静水压力场 占

, 」a 。
合成

,

即

a ,」二 “
几+ 占

,」“ m ( 19 )

式中 占i」为克罗 内克尔记号
.

将式 ( 19 ) 代入 ( 18 )
,

整理得

: ’

= ( a ;
, 一 。 三

2

) 5 i n Z口 / 2 一
。 1 2 e o s Z口 (2 O)

当所求速度场为真时
,

应有 : “ 二 :
,.

将几何方程及式 ( 17 ) 代人式 ( 20 )
,

并考虑到条件
: “ = : ` ,

整理得

(刁亡
,

/日
x l 一 刁亡

2
/日

x Z
) 5 i n Z o 一 (刁亡

:
/日

x Z + 日亡
2
/日

x l
) e o s Zo = ( H / T )

· T `

(2 l )

式 (2 l) 为运动可能速度场应满足的力学边界条件式
.

在极小化耗散功率 w 轰
、

由运动

可能速度场族寻求真实速度场的过程中
,

这一条件将以约束的形式参加 寻优
,

所 以称式

( 21 ) 为速度场
“

边界切应力约束
’

条件
.

它将确保和加速运动可能速度场向真实速度场逼近
.

5 应力场和静水压力场的求解

由式 ( 17 ) 和式 ( 19) 可见
,

在运动可能速度场 U 卜确定后
,

求解应力场
a 1 )

的问题就归
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结为求解静水压力场 戈
』。 二 的问题

.

将式 (l 7)
、

式 ( 19) 代人平衡方程

刁。 ` j /日x J + B i = o (2 2 )

当不计体力
,

B ` = O时
,

整理得

占、 J
( a 。 二 /刁x J

) = 一 2刁[ ( T /H )
。 , j /刁j ( 2 3)

外力边界条件为

T , = “ * J n J
(24 )

一般可放宽为

(2 5)

广

卜
`

一一F

式中 F i局部边界外力的合力
.

对于轴对称问题
,

取 x ,二 z
,

x Z= r
,

式 ( 23) 可具体表达为

刁。 二 /刁r = 一 日(

刁。 二 /口z = 一 a (

将式 (2 6) 两方程的右边分别记为 R (
r ,

z)

。 ; +
: r :

) /日r 一 ( a 二一 。石) / r

。 二+
: r :

) /日z 一 T r :

/ r } (2 6 )

、

Z ( r
,

z)
,

求解式 (26 ) 可解定静水压力场

一 ( r
,
·
卜 一 ( r 。

,

一卜
上卜

( r
,
· ) ` r ·

价
( r

,
· ,̀ · (2刀

当速度场确定后
,

函数 R (
r ,

z)
、

Z ( r
,

)z 是
r , z 的连续函数

,

由上式可知 当已知变形域 中一

点 (r
。 ,

z0 ) 的静水压力 a 二 (r
。 ,

z0 )
,

静水压力场 占i j a 二 (r
, :
) 即可确定

.

因此
,

求解应力场
。 , j (r

,

)z 的问题就归结为求解变形域内一点静水压力
。 二

(r
。 ,

z 。
) 的问题

.

6 算例一 锥模拔管

现以理想刚塑性材料通过锥模等径拔管问

题说明前述理论的应用
.

考虑到 金属变形 的对

称性
,

选取任一子午面上的变形 区域 为研究对

象
,

变形区几何形状和参数如图 2 所示
.

延伸率为 3 0 %
,

R 。 = 5 5
,

R
: = 4 5

, : : = 一 : 2

= 1.6 7
。 ,

附加速度场的 维数 为 m x n = 9 的等

, 叹沪

v.

一

笔y : , T , ( z )

穿茗卜一
,一叫奋

径拔管过程 的功率分配 为 : 外模摩擦 功 率

354 名K
,

内模摩擦功率为 25 .7 5K
,

人 口间断功 . 2 拔 f 变形区几何形状及 , 教

率为 32 7K
,

出 口间断功率为 40 .6 9K
,

变形功 瑰Z p如血 ~ 回 如 , . 口姆扭 . 如 叻
.

白衬吧

率为 1 438 K, 全功率为 2 783K
,

其中 K 为屈服剪应力
.

图 3 为各应变速率及 应变速率强度

的等高线分布规律
,

由应变速率强度 H 的分布规律可见
,

变形在人 口边界最剧烈
.

7 结论

本文提出并推证了 M i剐污 材料平面变形或轴对称变形问题的运动可能速度场应满足的力

学边界条件一
“

边界切应力约束
”

方程
.

这一条件以约束的形式进人极小化 W忿的过程中
,

从
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4 29 6

一 0
.

0 0娜3 92

气

瞥夕
000 4 12 064
00 0 3 34 0 75
0

.

以力
,

180 2 1

97 6 3 5
、 口与

圈 3 应变速率礼

云
: :

及剪应变速率强度 H 等高线

瑰3 C曰 xIJ . 斌 健 目国如 . 征 扭, , 万 .回 如巨对妙 苗 目. r 动 . 沁一 . 加

而克服由于 W t 对 U卜不敏感
,

难以通过极小化 w 老由 U产确定真实速度 场的问题
.

采 用流

函数完备速度模式
,

可实现对真实速度场的无限逼近
.

由两个外力边界条件确定一点的静水

压力
,

求解了间题的应力场
.

运动可能速度场应满足 的力学边界条件一
“

边界切应力
”

约

束方程 的提出具有理论意义和实际应用价值
.

采用上述方法解决 了由上 限法求两类常见金

属压力加工问题一 平面变形和轴对称变形完全解的问题
.
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