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摘　要　对模型未知的系统采用 Kautz函数逼近得到系统的近似模型.基于所得到的 Kautz 模型设计了一种预测函数控制

器.对该算法进行了稳定性分析, 依据 Lyapunov稳定性定理得到了保证闭环控制系统稳定的充分条件.仿真实验证明,该算

法能够准确逼近真实系统模型,实现自适应控制,得到满意的控制效果.
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　　预测函数控制 ( predictive functional cont rol,

PFC)
[ 1-2]
是在预测控制的基础上发展起来的一种

快速算法,以其算法简单 、计算量小 、跟踪快速准确

等特点吸引了众多研究者,成为研究的热点.目前,

多数 PFC 是利用参数模型作为预测模型,在设计控

制方案时需要预先知道被控对象的模型结构.然而

在实际应用中模型阶次和时延的辨识比较麻烦, 针

对这个问题有许多学者进行了研究.文献[ 3-4] 基

于神经网络研究了模型未知的情况.文献[ 5-8] 研

究了利用正交函数逼近来建立未知系统模型的方

法,其中 Laguerre 模型是单极点网络, 能够成功逼

近过阻尼系统, 避免了辨识模型结构的麻烦, 但是对

于欠阻尼系统或特性变化较大的情况逼近效果很

差.拥有两个极点的 Kautz滤波网络能够有效地克

服 Laguerre模型的缺点, 其辨识算法简单 、适用范

围广 、逼近精度高.本文提出了一种基于 Kautz 模

型的预测函数控制算法, 并对系统进行了稳定性分

析,依据 Lyapunov稳定性理论得到了闭环控制系统

稳定的充分条件.仿真试验表明该算法对结构和参

数未知的系统能够准确辨识, 实现了稳定控制.

1　Kautz模型

Kautz函数是平方可积函数空间上的一组正交

基,定义为:

ψ2n-1( z , b, c) =

1-c2
( z -b) z

z
2
+b( c-1) z -c

-cz 2+b( c-1) z +1

z
2
+b( c-1) z -c

n -1

( 1)

ψ2 n( z , b, c) =

( 1-c2
) (1-b2

) z

z
2+b( c-1) z-c

-cz 2+b( c-1) z+1

z
2+b( c-1) z -c

n-1

(2)

其中, b和 c 是参数, 满足条件 b <1和 c <1,

c=-ξξ＊, b=
ξ+ξ＊

1+ξξ＊
(3)

ξ是 Kautz 滤波器的极点, 具体取值方法见文

献[ 7] , ξ＊是它的共轭.系统的传递函数 G( z )可以

写成 Kautz函数的线性组合形式:

G( z ) =∑
∞

i=1
g iψi ( z , b, c) (4)

其中, g i是 Kautz 函数基的组合系数.实际应用中

组合系数 g i 取有限项 N, N 称为截断阶次,取值跟

极点的选择有关, 具体方法见文献[ 8] .则式( 4)改

写为:

G( z ) =∑
N

i=1
g iψi ( z , b, c) (5)

实际系统的输入输出模型可以用图 1 所示的

Kautz滤波网络来表示.

从图 1第 1支路得

x 1( k ) =
1-c2

( z -b) z
z

2+b( c-1) -c
u( k ) ,

展开得:

x 1( k +1) =-b( c-1) x 1( k ) +cx 1( k -1) +

1-c
2
u( k +1) -b 1-c

2
u( k ) .

同理,由第 2支路得

x 1( k )
1-b2

z -b =x 2( k ) ,
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图 1　Kautz滤波网络结构图

Fig.1　Structure of Kautz fil ter networks
　

展开得:

x 2( k ) = 1-b
2
x 1( k ) +bx 2( k ) .

由第 3支路得

x 3( k ) =
-cz 2+b( c-1) z +1

z
2+b( c-1) -c

x 1( k) ,

展开为:

x 3( k +1) =b( c2-1) x 1( k ) +

[ 1-c2] x 1( k-1) -b( c-1) x 2( k ) +

cx 3( k-1) -c 1-c2[ u( k +1) -bu( k )] .

以此类推,归纳可以得到如下的关系式[ 9-10] :

x 1( k +1) =α11 x 1( k ) +β11 x1( k -1) + 1-c2
(σ11u ( k-1) +σ12u( k ) )

x 2( k +1) =α21 x 1( k ) +α22 x 2( k )

x 3( k +1) =α31 x 1( k ) +α33 x 3( k ) +β31 x1( k -1) +β33 x 3( k -1) + 1-c2
( σ31 u( k -1) +σ32u( k) )

x 4( k +1) =α41 x 1( k ) +α42 x 2( k ) +α44 x 4( k ) +β42 x2( k -1) +β44 x 2( k -1)

　　　　　　　　　　　　　

x 1( k +1) =αi 1 x1( k ) +αi 3 x 3( k ) +…+αiixi ( k ) +βi 1 x1( k -1) +βi 3 x3( k -1) +…+βi ix i ( k -1) +

　　　　 (1-c2
) [ σi 1u ( k-1) +σi2u ( k )]

(6)

其中,变量 i 的取值等于截断级数 N, 对于一般对象取 N =4 ～ 6 就可以满足要求;参数 σi1 =( -c)
i-1

2 ×

( -b) , σi 2=( -c)
i-1

2 ;αij和 βij的变化也是有规律的,以 N =6为例,其定义如下:

α11 α12 α13 α14 α15 α16

α21 α22 α23 α24 α25 α26

α31 α32 α33 α34 α35 α36

α41 α42 α43 α44 α45 α46

α51 α52 α53 α54 α55 α56

α61 α62 α63 α64 α65 α66

=

-b( c-1)

1-b
2

b

b( c
2-1) 0 -b( c-1)

-c 1-b
2 -b 0 -b( c-1)

-cb( c
2-1) 0 b( c

2-1) 0 -b( c-1)

c
2

1-b
2

cb 0 b( c
2
-1) 0 -b( c-1)

,

β11 β12 β13 β14 β15 β16

β21 β22 β23 β24 β25 β26

β31 β32 β33 β34 β35 β36

β41 β42 β43 β44 β45 β46

β51 β52 β53 β54 β55 β56

β61 β62 β63 β64 β65 β66

=

c

0 0

1-c
2

0 c

0 1 0 c

-c(1-c2
) 0 1-c2 0 c

0 -c 0 1-c2 0 c

.
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　　结合图 1和式(6)可以得到系统模型的状态空

间方程:

X( k +1) =A1 X( k ) +A2X( k-1) +BU( k )

y ( k+1) =CX( k+1)

( 7)

式中, X( k ) 、X( k -1) 、U( k )和 C的表达式如下:

X( k) =[ x 1( k ) 　x 2( k ) 　…　xN( k ) ]
T
,

X( k -1) =[ x1( k-1) x 2( k-1) … xN ( k -1)]
T
,

U( k) =[ u( k -1) 　u( k )]
T
,

C=[ g1　g2　…　gj 　…　gN] .

其中 A1 和 A2 是 N×N 下三角矩阵, B是N×2矩

阵,具体形式如下所示:

A1=

α11 0 … 0

α21 α22 … 0

   

αN 1 αN 2 … αNN

,

A2=

β11 0 … 0

β21 β22 … 0

   

βN 1 βN2 … βNN

,

B= 1-c2

σ11 σ12

σ21 σ22

 

σN1 σN 2

=[ B1　B2] .

由式( 7)可知, 当极点 ξ和截断阶次 N 确定以

后,所表征对象的变化可以通过 Kautz模型的系数

向量 C的变化来反映, 由于 X( k +1)可以由式(7)

通过 U( k )计算得到, 则系数 C可以方便地应用式

(8)的最小二乘辨识算法在线获得.

C( k ) =C( k -1) +

　　　
P ( k -1) X( k ) [ y( k ) -C( k) X( k) ]

γ+XT
( k ) P( k -1) X( k )

T

P ( k ) =
1
γ
P( k -1) -

　　　
P ( k-1) X( k ) XT

( k ) P ( k -1)

γ+K T
( k ) P( k -1) X( k )

( 8)

其中, γ为遗忘因子.

2　基于Kautz模型的预测函数控制

预测函数控制的特点在于将输入结构化, 认为

每一时刻的控制输入 u 是事先选定的基函数 ubj的

线性组合,即:

u( k +i ) =∑
n

b

j=1

μj ( k) ubj ( i ) (9)

式中, u bj ( i )是基函数在第 k +i 采样周期的取值,

nb 是基函数个数, μj ( k )是对应基函数的线性加权

系数.PFC 中基函数的选择依赖于设定值和对象本

身的性质, 通常可取为阶跃 、斜坡 、指数函数等.对

于一般对象取两个基函数,阶跃及斜坡函数来构造

控制量均能满足要求.本文中控制量取为如下

形式:

u( k +i ) =μ1( k ) +iμ2( k ) (10)

利用线性状态反馈预测理论, 可以从式 (7)和

(10)得出未来 k +i时刻的系统模型预测输出:

ym( k +i ) =

CQiX( k ) +CQiX( k-1) +CQ0u iu( k -1) +

C ∑
i

j=1

Qj uiμ1( k ) +C ∑
i

j=2

( j-1) Qj uiμ2( k )

(11)

其中:Q1 =A1, Q2 =A1Q1 +A2, Q3 =A1Q2 +

A2Q1, …, Qi =A1Qi-1 +A2Qi-2;Q1 =A2, Q2 =

A1Q1, Q3 = A1 Q2 +A2Q1, …, Qi = A1 Qi-1 +

A2Qi-2;如果 j=i , 则 Qj ui=B2;如果 j =i-1, 则

Qju i =A1Qju( i-1) +B1;如果 j < i -1, Qju i =

A1Qju( i-1) +A2Qj u( i-2) .

PFC 是一种闭环控制算法, 在实际情况下由于

二次噪声 、系统时变等原因而引起模型预测输出与

对象输出之间存在一定的预测误差.将预测误差通

过一个预估器,对未来优化时域中的误差加以补偿,

可以提高控制精度,取未来预测误差为:

e( k +i ) =y ( k) -ym( k ) (12)

式中, y ( k )和 ym( k )为 k 时刻的系统输出与模型

输出.

控制系统的参考轨迹取值如下:

y r( k+i ) =α
i
y ( k) +(1-α

i
) w ( k) (13)

式中, α=exp( -T s/ T r) , T s 是采样周期, T r 是闭

环系统期望响应时间, w ( k)是设定值.

本文采用下面的二次型性能指标计算控制量

u ( k ) :

J = ∑
H

2

i=H
1

[ ym( k+i ) +e( k +i ) -y r( k +i )] 2+

∑
H

2

i =H
1

λi[ u( k +i-1)] 2
(14)

式中, [ H 1, H 2] 是优化时域, λi 是控制量的加权

系数.
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为了从式( 14)得到未知参数 μ1 ( k )和 μ2( k ) ,

只需要两个优化点 H 1和 H 2,则式(14)改写为:

J =[ ym( k +H1) +e ( k+H1) -y r( k +H 1)]
2+

[ ym( k +H 2) +e( k +H2) -y r( k +H2) ]
2+

λH
1
[ μ1( k ) +( H1-1) μ2( k) ]

2+

λH
2
[ μ1( k ) +( H 2-1) μ2( k )]

2
(15)

将式(11) 、(12)和(13)分别带入式(15)可得:

J =[ L 1( k ) +M 11μ1( ) +M 12μ2( k )]
2+

[ L 2( k ) +M21μ1( k ) +M 22μ2( k )]
2+

λH
1
[ μ1( k ) +( H1-1) μ2( k) ]

2+

λH
2
[ μ1( k ) +( H 2-1) μ2( k )]

2
(16)

式中,

L 1( y) =ymH 1+e( k +H 1) -y r( k +H 1) ,

ym H 1=

CQH
1
X( k ) +CQH

1
X( k-1) +CQ0uH

1
u ( k -1) ,

L 2( k) =ymH 2+e( k +H 2) -y r( k +H 2) ,

ym H 2=

CQH
2
X( k ) +CQH

2
X( k-1) +CQ0uH

2
u( k -1) ,

M 11=C ∑
H

1

j=1

Qj uH
1
, M12=C ∑

H
1

j=2

( j-1) Qju H
1
,

M 21=C ∑
H

2

j=1

Qj uH
2
, M22=C ∑

H
2

j=2

( j-1) Qju H
2
.

令
 J

 μ1( k )
=0,

 J
 μ2( k )

=0,

可求得:

μ1( k ) =SxX( k ) +Sx-1X( k -1) +

S yy ( k ) +S w w( k ) +S 0u( k -1) (17)

式中:

Sx =V 1( QH
1
-C) +V 2( QH

2
-C) ,

Sx-1=V 1QH
1
+V2QH

2
,

S 0=V 1Q 0uH
1
+V2Q 0uH

2
,

Sy =V 1(1-α
H

1
) +V 2(1-α

H
2
) ,

S w =V 1α
H

1 +V 2α
H

2
, V1=R ( R 2M 21-R 3M 11) ,

V2=R ( R 2M 22-R 3M 12) ,

R 1=M
2
11+M

2
12+λH

1
+λH

2
,

R2=M11M21+M12M22+λH
1
( H1-1) +λH

2
( H2-1),

R 3=M
2
21+M

2
22+λH

1
( H 1-1) +λH

2
( H 2-1) ,

R =1/( R 1R3-R 2) .

则当前控制量:

u ( k) =μ1( k) (18)

从式(17)知, 加权系数 μ1( k )存在的条件是 R

存在,因此在选择控制器参数 H1 、H 2 、λH
1
和 λH

2
时

应保证此条件满足.实际中使得 R =1/ ( R 1R 3 -

R 2)存在,即 R 1R 3-R 2≠0的条件很容易满足, 只

要在控制器调节时选择合适的参数即可.

3　稳定性分析

假设 Kautz模型能够准确逼近真实模型, 利用

公式(18)和系统状态方程(7)可得控制系统的闭环

状态空间方程如下:

X( k +1) =A fX( k ) +As X( k -1) +

B2S ww ( k ) +B0u( k -1) (19)

式中, A f=A1+B2Sx +CB2Sy , A s=A2+B2S x-1,

B0=B1+B2S 0.由公式(7) 、(18)和(19)得:

u( k ) =( Sx+S yC) X( k ) +S x-1 X( k -1) +

S w w( k ) +S0 u( k -1) (20)

定理 1　设矩阵

M=

A f A s B0

I 0 0

Sx +SyC Sx-1 S 0

,

如果满足条件 λi(M ) <1,则闭环控制系统稳定.

证明:由于设定值的引入不会影响所设计控制

系统的稳定性,所以在分析闭环控制系统稳定之前

令 w( k ) =0,此时式(19)和(20)变为:

X( k +1) =A fX( k) +A s X( k -1) +B0u( k -1)

(21)

u( k ) =( Sx+S yC) X( k ) +

Sx-1 X( k -1) +S 0u ( k-1) (22)

将式(21)和(22)写成增广矩阵形式:

X( k +1)

X( k )

u( k )

=

A f A s B0

I 0 0

Sx+S yC S x-1 S 0

X( k )

X( k -1)

u ( k-1)

(23)

简记为:

Z( k +1) =MZ ( k ) (24)

依据 Lyapunov 稳定性定理得到闭环系统稳定条件:

 λi(M ) <1 (25)

定理 1证毕.

4　仿真

为了验证算法的有效性进行了大量的仿真实
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验.本文所提算法在被控对象模型结构和参数未知

的情况下,能够准确逼近真实系统模型,实现自适应

控制得到满意的控制效果.给出例子如下.

例　控制对象为离散系统:

G( z) = z
-1
-2z

-2

1+0.6z-1+0.009z -2-0.15z -3+0.2z-4

(26)

仿真中 Kautz模型截断级数 N=4,滤波器极点

ξ=0.16+0.52 i ,控制器参数取 H1 =4, H2 =8, 遗

忘因子, γ=0.99, 参考输入值取 1, 控制量加权系数

取 16和 160,利用控制对象 G( z )产生的数据,用本

文算法在线辨识, 实现自适应控制.

图 2是使用正弦输入信号离线测试模型辨识误

差.在辩识初期由于数据不准确造成误差稍大, 当

图 2　Kautz 模型逼近.( a) 跟踪曲线;( b) 误差曲线

Fig.2　Kautz model and real system:( a) tracking curve;( b) error curve
　

系统稳定后辨识误差非常小, 可以准确逼近真实系

统.图 3是参考输入为阶跃信号时的仿真图形.由

于本文选择 Kautz模型的截断级数 N =4, 图 3(b)

中的参数辨识曲线为四条.图 4是参考输入为方波

信号时的仿真图形.从图 3和图 4 中可以看出, 本

文方法在输入为阶跃和方波信号时, 系统都能够实

现稳定控制.本文算法能够进行在线辨识, 通过参

数的变化来跟随状态变化.由式( 7)可知,当控制输

入信号发生变化时, 参数向量 C 随之发生变化, 从

而降低了控制系统的输出超调量,提高了控制品质.

图 3　控制系统阶跃响应曲线.( a) 控制输出;(b) 参数辨识曲线

Fig.3　Control output of step response:( a) control output;( b) parameter identification curve

图 4　控制系统方波响应曲线.( a) 控制输出;(b) 参数辨识曲线

Fig.4　Control output of square wave:( a) control output;( b) parameter identi fication curve
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5　结论

本文提出的基于 Kautz模型的自适应预测函数

控制算法,在实现控制方案时,不需要事先知道系统

的时延和阶次, 需要辨识的参数少,比神经网络模型

容易实现,能够根据系统数据准确辨识模型 、调整控

制规律实现自适应控制, 在线计算量小 、跟踪速度

较快.
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S tability condition of predictive functional control based on Kautz model

XU Mingzhu, LIU Heping, LI X iaoli , WANG Y unjian

Information Engineering School, University of Science and Technology Beijing, Bei jing 100083, China

ABSTRACT　The orthogonal Kautz function was used to obtain the approximate model of a system.An adap-

tive predictive functional cont rol algorithm using the Kautz model w as designed.The stabili ty of the algori thm

w as analyzed, and the suf ficient condi tion to make a closed-loop sy stem stable w as presented based on the Lya-

punov stability theory.Simulation results show that the proposed algorithm is ef fective, w hich can describe the

sy stem exactly and reach a high deg ree of control performance.

KEY WORDS　predictive functional cont rol;Kautz model;RLS;Lyapunov stability
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