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类砂岩型矿石浸出液质量浓度混沌时序重构与浸矿
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摘 要 以河砂、水泥和盐为原料制作类砂岩型矿石试件，采用水浸的方式对不同品位矿石进行浸矿试验，对浸出液质量浓

度进行监测． 考察了浸出液质量浓度和浸出率随浸矿时间演变规律; 将浸出液质量浓度时间序列进行相空间重构，用混沌理

论揭示了不同品位矿石浸出液质量浓度在相空间中相点距演化规律; 利用灰色理论，建立了浸出液质量浓度相点距演化预测

模型，确定合理的浸矿周期． 研究发现: 浸出液质量浓度表现出混沌特性，对其进行相空间重构处理后，细微变化特征得以放

大，内部规律得以充分展现; 不同品位矿石表现出不同的非线性动力学行为; 利用基于相空间重构的残差修正灰色模型预测

了浸矿周期，为溶浸采矿理论与技术提供了一种新的研究和探讨方法．
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ABSTＲACT To simulate the sandstone ore leaching process，some specimens with different grades were made with river sand，

cement and salt as the raw materials． On the basis of the monitoring of leaching solution concentration in a water-solution mining exper-
iment，the time evolution of leaching solution concentration and leaching rate was examined． Through phase space reconstruction from
the time series of leaching solution concentration，the distance evolution of points of specimens with different grades in the phase space
was revealed by the chaotic theory． A prediction model of the distance evolution of phase points was established by using the grey
theory，and a reasonable leaching period was ascertained． The results show that the leaching solution concentration holds chaotic char-
acteristics． After the phase space reconstruction，the delicate changes of leaching solution concentration are enlarged，and the internal
rules are fully demonstrated． The ores of different grades have different nonlinear dynamic behaviors． Based on the phase space recon-
struction，the leaching period has been predicted by means of the residual modification grey model，which provides a new research
method and theory to solution mining．
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近年来，在我国西部( 西藏多不杂、内蒙古鄂尔多 斯等地) 发现多座大型砂岩型矿床［1--2］，但低品位矿床
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不利于传统采矿方法开采． 溶浸采矿是利用某些能溶

浸矿石中有用成分的浸矿药剂，有选择性地浸出矿体

中的有用组分，使其由固态矿物中转移到浸出液内，再

从浸出液中提取出来的采矿方法． 溶浸采矿法是集采

矿、选矿及水冶为一体的综合技术，常用来回收低品位

及难采矿体资源，具有环境友好、成本低、开采工艺简

单等优点［3］． 浸矿技术可有效处理我国禀赋性差的矿

产资源，为扩大资源综合利用率、缓解资源紧缺局面提

供技术保障． 浸矿技术在美国、澳大利亚等矿业发达

国家已得到广泛的应用． 目前，世界上采用溶浸法生

产的铜金属占总产量的 20% ，约 20% 左右的铀和 25%
的金为溶浸开采所得． 我国在离子型稀土、铀、铜金矿

的溶浸开采上也取得了较大进展，目前 30% ～ 40% 的

铀、90% 的离子型稀土来自溶浸开采［4--5］． 溶浸采矿已

成为处理我国低品位矿产资源的重要技术手段．
矿石在浸出过程中，有用组分不断地发生着溶解、

交换、结晶、氧化还原等物理化学作用，其内部结构发

生变化，浸出液质量浓度不断增加，研究溶浸采矿技术

的核心为浸出液质量浓度及浸出率的变化规律． 为研

究浸出液的变化特征，提高浸矿强度，降低成本，大批

学者曾对溶质运移机制、浸出机理及影响因素进行了

大量的研究，取得了较大进展［6--7］． 但以往工作大多利

用已有的数学、物理及化学模型进行机理分析和人工

干预，研究重心主要集中在对浸出过程的调控上，有关

浸出液质量浓度变化的非线性特征研究较少，尤其是

以混沌学角度分析浸出特性的成果鲜有报道． 浸出体

系包含着分子扩散、对流、溶解、结晶等多个过程，浸出

作用即受到内在非线性因素影响，又受到外部随机作

用的影响，是一个复杂的非线性动力系统． 混沌学主

要研究非线性体系的内在随机性，为确定性与随机性

之间建立了纽带［8］．
为此，本文根据配比试验，利用水泥、河砂、盐和水

制作类砂岩型盐岩矿石试样，以水为浸出剂对不同品

位矿石进行浸矿试验，监测浸出液质量浓度，利用混沌

理论揭示浸出液质量浓度变化特征，将混沌、时间序列

相空间重构与灰色预测技术相结合，分析相点距演化

规律，预测浸出液质量浓度，实现对浸矿周期的合理预

估，从而以新的视角为砂岩型矿床的溶浸开采提供新

的理论依据及技术支撑． 混沌与灰色预测法相结合为

研究溶浸体系特征提供一条新思路．

1 浸出液质量浓度变化的混沌研究

由于非线性动力系统边界条件及结构参数的复杂

性和时变性，通常较难建立完整的数学模型． 对于现

场采集的数据，首先要分析其非线性，再判断其混沌

性，通常要计算 Lyapunov 指数、动力关联维数等． 对于

较为复杂的体系，还需要进行更深入的定量分析，相空

间重构技术为复原动力系统提供了可靠的保障［9］．
1. 1 浸出液质量浓度时间序列重构相空间

浸矿体系是一个耗散的非线性动力系统，浸出液

质量浓度变化是矿石与外界物质和能量交换的结果．
浸出过程中，任一状态的演化过程都是由与其相互作

用的其他状态决定的，因此任意一个状态分量内部都

隐含着与之相关的变量信息［10］． 所谓重构相空间，即

按照特定的时间延迟点对原系统进行新维处理，通过

“嵌入”的方式构造一个新的与原有系统等价的状态

空间，同时恢复原有的动力系统，而后利用某些技术对

新空间进行分析处理，即可得出原空间的状态特征．
浸出液质量浓度监测数据是一组单变量时间序列

x1，x2，…，xm，其中 m 为监测次数． 时间间隔为 Δt． 由

该序列可以得到 xi随时间演变的非线性动力学方程:

dxi

dt = fi ( x1，x2，x3，…，xn ) ，i = 1，2，…，n． ( 1)

式中，n 为状态变量个 数，t 为 浸 矿 时 间，f 为 非 线 性

函数．
经消元处理，式( 1) 可用序列 x( t) 表示为

x( t) = ( x( t) ，x( t + τ) ，x( t + 2τ) ，…，

x( t + ( n － 1) τ) ) ． ( 2)

式中，τ 为延滞时间参量，τ = kΔt ( k = 1，2，3，…) ，通常

k = 1．
对于实测的浸出液质量浓度时间序列，将 x( t) 延

拓成 n 维相空间相型分布如式( 3) 所示:

X1 : x( t1 ) ，x( t1 + τ) ，x( t1 + 2τ) ，…，x( t1 + ( n － 1) τ) ，

X2 : x( t2 ) ，x( t2 + τ) ，x( t2 + 2τ) ，…，x( t2 + ( n － 1) τ) ，

X3 : x( t3 ) ，x( t3 + τ) ，x( t3 + 2τ) ，…，x( t3 + ( n － 1) τ) ，


XN : x( tN ) ，x( tN + τ) ，x( tN + 2τ) ，…，x( tN + ( n － 1) τ)











 ．

( 3)

式中，相 点 Xi 为 n 维 矢 量，每 个 相 点 Xi 的 坐 标 为

{ x( ti ) ，x( ti + τ) ，…，x( ti + ( m － 1 ) τ) } ． 相空间中，

共有 N 个相点，其中 N = m － ( n － 1) ，N 个 n 维相点构

成一个相型． 对于浸出液质量浓度时间序列，将各相

点按照时间顺序连起来，则可以描述质量浓度在 n 维

相空间中的演化轨迹．
对浸出液质量浓度时间序列进行重构相空间，根

据 Takens 嵌入定律［11］，寻找合适 的 嵌 入 维 数 n( n≥
2D + 1，D 为动力系统的维数) ，可以使重构相空间轨

迹与原系统保持微分同胚［12］．
1. 2 动力系统维数

用 Grassberger--Procaccia 法计算动力系统关联维

数 D2 ． 设{ Xi，i = 1，2，…，N} 为实测相空间中的 N 个

相点． 相点 Xi、X j ( i，j = 1，2，…，N) 之间的距离 ρ( Xi，

X j ) 为

·861·
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ρ( Xi，X j ) = ∑
m

k = 1
( xik － xjk )槡

2 ． ( 4)

N 个 n 维相点中，任意两点之间的距离小于 r 的概率

cn ( r) 为

cn ( r) = 1
N2∑

N

i，j = 1
i≠j

θ［r － ρ( Xi，X j ]) ． ( 5)

式中，θ 为 Heaviside 函数:

θ［r － ρ( Xi，X j) ］=
1， r － ρ( Xi，X j ) ≥0;

0， r － ρ( Xi，X j ) ＜ 0{ ．
( 6)

相空间中，距离小于某一给定临界距离 r 的相点

成为关联相点，则动力系统关联维数 D2为

D2 = limr→0

lncn ( r)
lnr ． ( 7)

D2随着嵌入维数 n 的增大而增大，当 n 增大到饱

和嵌入维数后，D2 变化很小或不再变化，此时的 D2 为

重构相空间的动力关联维数［13］． 若 D2 大于 2 或为分

数，则表明浸出液质量浓度时间序列具有一定的混沌

特征［14］．
1. 3 混沌识别

若系统是能量耗散的、非可逆的，则可能会出现混

沌现象［15］． 常用的混沌识别方法有功率谱法、相图

法、Wolf 法等． 其中 Wolf 法较为简单实用，且可实现

计 算 机 编 程，该 方 法 的 核 心 是 计 算 序 列 的 最 大

Lyapunov指数［16］． Lyapunov 指数 λ 是体现相空间轨迹

运动形式的固定参量． 当 λ ＜ 0 时，轨迹收缩，动力系

统稳定; 当 λ≥0 时，轨迹扩张，运动不稳定，系统具有

混沌 特 征［17］． 对 于 m 维 的 动 力 系 统，会 存 在 m 个

λ i ( i = 1，2，…，m) ，若最大的 Lyapunov 指数 λmax≥0，

则该系统一定具有混沌现象［18］．
1. 4 相点距演变规律

将浸出液质量浓度时间序列进行相空间重构，每

个相点代表浸出过程的一个状态． 假设相点 Xk的最邻

近相点为 Xa，则 Xk与 Xa之间的距离 Zk为

Zk = min
i = 1，2，…，( N － 1)

( ‖Xk － Xi‖) =

{ ［x( tk ) － x( ta) ］2 +［x( tk － τ) － x( ta － τ) ］2 +… +
［x( tk － ( m － 1) τ) － x( ta － ( m － 1) τ］2 } 1 /2 ． ( 8)

式中，ta和 tk分别为相点 Xa和 Xk对应的浸矿时间．
由 X1 开始，依次计算出每个相点的最邻近相点

距，可得到重构相空间的最邻近相点距演变序列 Z:

Z = ( Z1，Z2，…，Zj ) ，j = 1，2，…，N． ( 9)

序列 Z 同样代表浸出过程的一种状态，它可以反

映出浸出液质量浓度序列 xt各元素间的相对关系［19］．
将最邻 近 相 点 距 演 变 序 列 Z 作 傅 里 叶 变 换 可

得到:

Zk =
1

m － n槡 + 1∑
m－n+1

i = 1
Zie

－ 2πik
( m － n + 1) ． ( 10)

傅里叶变换后的 Z 为时间--功率谱，用于表示能

量随时间的演变规律［20］．

2 浸矿周期的灰色预测

由于浸出体系的每个状态体现在一个相点中，则

可以通过确定下一时刻相点位置来预测溶浸过程． 当

已知数据较少时，可根据现有的信息特征，通过灰色理

论预测体系未来的变化趋势［21］．
为了使重构相空间的最邻近相点距演变序列 Z

的规律性更强，将其进行一阶累加，得到序列 Z* :

Z* =［Z1，( Z1 + Z2 ) ，…，( Z1 + Z2 +… + Zj) ］．

( 11)

采用 GM( 1，1) 模型，可得到 Z* 的一阶线性微分

方程:

dẐ*
t /dt + cẐ*

t = b． ( 12)

解式( 12) 可得到通解:

Z*
t = ( Z1 － b / c) exp( － c( t － 1) ) + b / c． ( 13)

式中 b 和 c 为常数，可通过最小二乘法求出．
预测值与实测值的残差序列 q 为

q = ［( Z1 － Ẑ1 ) ，( Z2 － Ẑ2 ) ，…，( Zj － Ẑj) ］． ( 14)

同样，根据灰色模型可进行残差预测，通过残差模

型修正以提高预测精度．
相点距 Zk确定后，解二次方程式( 8) ，可得 x( tk ) ，

即浸出液质量浓度预测值．
目前，确定浸矿周期的方法主要有 2 种: 一种是基

于设计浸出率; 另一种是根据浸出金属量的盈亏平衡

点． 两种方法都是由浸出液质量浓度确定浸矿周期．
以第 1 种方法为例，设目标浸出率为 Ｒ，则浸矿周期 tk
满足条件:

x( tk － 1)·L
V·G ＜ Ｒ，

x( tk )·L
V·G ≥{ Ｒ．

( 15)

式中，L 为浸出液体积，V 为总矿石量，G 为矿石品位．
将预测浸出液质量浓度 x( tk ) 代入式 ( 15 ) ，即可

得到 tk，从而实现浸矿周期预测．

3 应用

3. 1 砂岩型矿石浸出试验

为了考察堆浸过程中浸出液变化特征，充分显现

其内在规律． 试验以河砂为骨料、水泥为胶结剂、盐为有

用组分制作类砂岩型矿石，以水为溶浸液模拟浸矿过程．
试验中，每隔固定时间测定一次浸出液质量浓度．

利用有机玻璃模具制作直径 25 mm、高 50 mm 的

柱状类砂岩型矿石试件( 如图 1 所示) ，其中水泥与河

砂质量比为 1∶ 4，品位分别为 0、1%、3% 和 5%［21--23］．
试件养护 28 d 后，每种品位的试件各选取一个，

·961·
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图 1 试样制作完成

Fig． 1 Sample completion

编号为 0、1、3 和 5，经烘干后放入 550 mL 纯净水中进

行浸矿． 每隔 12 h 测定一次浸出液质量浓度，共测量

126 次，从 而 得 到 各 试 件 浸 出 液 质 量 浓 度 时 间 序 列

x( t1 ) ，x ( t2 ) ，…，x ( tm ) ，m = 126，结果见图 2． 由图 2
可知，在品位为 0 的试件浸出液中同样检测到目标浸

出物，说明试验所用原材料中含有盐成分．
图 3 为各试件浸出率随时间演变规律，计算式时

已考虑原材料中含有的盐分． 由图 3 可知 : 随着溶浸

图 2 浸出液质量浓度与时间关系

Fig． 2 Ｒelationship between leaching solution concentration and time

图 3 浸出率与时间关系

Fig． 3 Ｒelationship between leaching rate and time

反应的进行，试件的浸出率有增加趋势，初期浸出率快

速增加，而后逐渐变缓，最终趋于平稳; 浸出反应的前

400 h，低品位试件浸出率低于高品位，但增速较快，

400 h 后逐渐超过高品位试件浸出率; 品位越低，浸出

率增速越快，试件最终浸出率越高．
3. 2 浸出液质量浓度时序重构与混沌识别

根据浸出液质量浓度监测数据，取 τ = 12 h，用

式( 3) 重构相空间，采用 Grassberger--Procaccia 法计算

浸出液质量浓度时间序列的饱和嵌入维数和动力系统

关联维数，见表 1．

表 1 各试件饱和嵌入维数和动力关联维数

Table 1 Saturated embedding dimension and correlation dimension of
specimens

试件编号 饱和嵌入维数 动力关联维数

0 2 0. 9118

1 2 0. 9080

3 2 0. 8833

5 2 0. 8661

由表 1 可知，各试件的饱和嵌入维数 n 均为 2; 四

组监测数据的动力关联维数 D2 均为分数，表明浸出液

浓度时序具有混沌特征; 矿石品位越低，动力系统关联

维数 D2越大．
分别对 4 个试件的浸出液质量浓度时序用饱和嵌

入维数 2 重构相空间，可以得到 4 个二维相空间向量，

每个向量包含 125 个相点． 采用 Wolf 法计算各向量的

最大 Lyapunov 指数 λmax 分别为: λ0
max = 0. 0205，λ1

max =
0. 0126，λ3

max = 0. 0049，λ5
max = 0. 0021． 浸出液质量浓度

时序的最大 Lyapunov 指数 λmax 都大于 0，再次印证了

该浸出系统具有混沌特征，且矿石品位越低，λmax 越

大，表明系统的混沌程度越高．
3. 3 浸出液质量浓度重构相空间相点距演变规律

将重构相空间得到的二维相空间相点 X( ti ) ( i =

1，2，…，125) ，计算其最邻近相点距，可以得到一个包

含 125 个最邻近点距离的数组 Z． 各试件浸出液质量

浓度在相空间中最邻近相点距演变规律如图 4 所示．
由图 4 可知，矿石品位越高，最邻近相点距演变空间范

围越广，远离零点的迹线越多．
各试件浸出液质量浓度在相空间中最邻近相点距

随时间演变规律如图 5 所示． 由图 5 可以看出，矿石

品位越高，相点距演变曲线起伏越明显． 比对图 5 和

图 2，在图 2 中，浸出液质量浓度变化的内在规律被掩

盖，难以分辨其混沌特征; 而图 5 中，对其进行相空间

重构后，浸出液变化的细微特征被“放大”，其内在特

征得以充分展示． 根据式( 10) ，分别对 Z0、Z1、Z3 和 Z5

进行快速傅里叶变换，从而得到各品位试件浸出液质

量浓度的时间--功率谱曲线，如图 6 所示． 由图 6 可以
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图 4 最邻近相点距演变二维轨迹． ( a) Z0 ; ( b) Z1 ; ( c) Z3 ; ( d) Z5

Fig． 4 Two-dimensional distance evolution curves of the nearest phase points: ( a) Z0 ; ( b) Z1 ; ( c) Z3 ; ( d) Z5

图 5 相点距演变曲线． ( a) Z0 ; ( b) Z1 ; ( c) Z3 ; ( d) Z5

Fig． 5 Distance evolution curves of phase points: ( a) Z0 ; ( b) Z1 ; ( c) Z3 ; ( d) Z5
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看出: 在溶浸反应初期，体系能量变化幅度较大，且

Z0 ＜ Z1 ＜ Z3 ＜ Z5，表明矿石品位越高，浸出作用越显

著，系统释放的能量越大; 400 h 以后曲线趋于稳定，系

统能量变化较小．

图 6 浸出液质量浓度时间--功率谱曲线． ( a) Z0 ; ( b) Z1 ; ( c) Z3 ; ( d) Z5

Fig． 6 Time-power spectrum curves of leaching solution concentration: ( a) Z0 ; ( b) Z1 ; ( c) Z3 ; ( d) Z5

3. 4 浸矿周期预测

对 Z 分别作一阶累加，得到图 7，但图中曲线不够

光滑． 对 Z 作二阶累加，得到图 8． 对比图 7 和图 8 可

知，二阶累加曲线较为光滑，规律性得以增强．
以试件 3 为例，基于设计浸出率，对浸矿周期进行

残差修正的 GM( 1，1) 灰色预测，为检验预测结果，最

后 20 个实测数据不参与建模，相点距实测与预测结果

如图 9 所示． 得到预测值后，由式( 8) 可得到浸出液质

量浓度预测值，试件 3 的 1284 h 至 1512 h 实测与预测

值对比见表 2．
由表 2 可知，基于重构相空间的残差修正 GM( 1，

1) 灰色预测方法精度较高，能精确地预测浸出液质量

浓度演化规律．
假设该矿石的设计浸出率为 80% ，根据式( 15) 可

计算出 实 测 和 预 测 的 浸 矿 周 期 分 别 为 1416 h 和

1368 h，两者仅相差 2 d． 在现场应用中，随着浸出反应

图 7 相点距一阶累加曲线

Fig． 7 First-order accumulated distance curves of phase points

的进行，对浸出液质量浓度进行实时监测，并采用残差

修正的灰色预测方法，可以较为准确地预测浸矿周期，
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图 8 相点距二阶累加曲线

Fig． 8 Second-order accumulated distance curves of phase points
图 9 残差修正的二阶相点距实测与预测曲线

Fig． 9 Measured and predicted curves of the residual-modified
second-order accumulated distance of phase points

表 2 试件 3 浸出液质量浓度实测与预测值

Table 2 Predicted and measured leaching solution concentration of No． 3 sample

时间 /h
实测值 预测值

质量浓度 / ( mg·L －3 ) 浸出率 /% 质量浓度 / ( mg·L －3 ) 浸出率 /%
误差 /%

1284 1543 76. 87 1559 77. 66 1. 02

1296 1551 77. 26 1561 77. 76 0. 64

1308 1562 77. 82 1578 78. 61 1. 01

1320 1574 78. 41 1584 78. 91 0. 64

1332 1584 78. 89 1591 79. 26 0. 46

1344 1590 79. 21 1597 79. 55 0. 44

1356 1593 79. 34 1603 79. 85 0. 65

1368 1593 79. 36 1612 80. 30 1. 19

1380 1593 79. 36 1619 80. 65 1. 62

1392 1595 79. 45 1630 81. 20 2. 19

1404 1600 79. 70 1643 81. 85 2. 69

1416 1607 80. 04 1658 82. 59 3. 19

1428 1614 80. 40 1663 82. 84 3. 03

1440 1620 80. 70 1676 83. 49 3. 46

1452 1623 80. 87 1680 83. 69 3. 49

1464 1624 80. 90 1689 84. 14 4. 00

1476 1622 80. 82 1694 84. 39 4. 41

1488 1620 80. 70 1695 84. 44 4. 63

1500 1618 80. 62 1697 84. 54 4. 86

1512 1619 80. 65 1698 84. 59 4. 88

有助于尽早采取相应的技术措施． 当对浸矿周期进行

提前预估后，可以有序安排后续筑坝、配制溶浸液、喷
淋管线移设、萃取等工艺，使浸矿生产工序得以合理

衔接．

4 结论

( 1) 浸矿体系是一个复杂的非线性动力系统，浸

出液质量浓度变化表现出混沌特征，重构相空间能

“放大”其内在细微特征，使浸出液质量浓度时间序列

内在规律得以充分展示．
( 2) 矿石品位不同，其浸出液质量浓度在相空间

中表现出不同的非线性混沌特征． 品位越低，动力系

统关联维数 D2 越大，最大 Lyapunov 指数亦越大，混沌

程度越高，但各试件的饱和嵌入维数相同．
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( 3) 矿石品位越高，最邻近相点距演变空间范围

越广，相点距演变曲线起伏越明显，反应初期其浸出作

用越显著，系统释放的能量越大．
( 4) 基于重构相空间技术，建立了残差修正的灰

色理论 GM( 1，1 ) 预测模型，实现了浸出液质量浓度

及浸矿周期的精确预测，为浸矿采矿的现场应用提供

理论支撑．
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